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Глава  2  

Модели конечных автоматов в виде булевых формул  

и их оптимизация  
Кузнецов  Борис  Павлович ,  д .т .н .  МВАК  

МУФО  (Великобритания ,   Испания ,  Россия ,  США ,  Шри-Ланка),  

 декан  ФВТИ                                                                                        
Булевы  формулы  наиболее  часто  употребляются  в алгоритмах 

логического  управления  различными  техническими  средствами . 

Булевы  формулы , рассматриваемые  ниже, будем считать  

минимизированными  и заданными , в общем  случае , скобочной  

формой  в базисе  «И, ИЛИ, НЕ». Кроме  того , без потери общности,               

будем считать  эти формулы  бесповторными  [19]. Считаем, что 

булева  формула  содержит  h букв  в  отличие от общепринятого  

обозначения  n аргументов  булевой  функции , при этом n ≤  h. 

В разделе  2.1. представлены  основные модели  вычисления  

булевых  формул: - операторные  схемы , линейные бинарные  графы , 

ортогональные  формы , а также введенные  автором нечеткие  

множества переходов. Там  же предложена  система  алгоритмов  

взаимно  однозначных  преобразований  указанных  четырех  моделей  

вычисления  булевых  формул. 

В разделе  2.2. рассматриваются  статические  критерии  

сложности  булевых  формул, не зависимые  от статистических  

параметров  входящих  в формулы  букв. При этом анализируются  

число  и  суммарная  длина путей  в  линейных  бинарных  графах . Кроме  

того, предложен  нечеткий  критерий , позволяющий  оценивать  

сложность  булевой  формулы  посредством  лингвистических  

переменных  («идеальная  формула», «малая  сложность», «средняя  

сложность», «большая  сложность», «очень большая  сложность»).  
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В разделе 2.3. представлены  условия  оптимальности  выбранной  

(путем  перестановок  букв и подформул) записи  булевой  формулы  по 

критерию минимума  числа путей в  соответствующем линейном 

бинарном графе , а также  алгоритм получения  оптимальной  записи  

булевых  формул путем целенаправленных  перестановок  букв  и 

подформул. 

Однако , оптимизация булевой  формулы  по  статическому  

критерию сложности  не всегда обеспечивает  минимум  длительности 

вычисления  ее значения , так как  не учитываются  статистические 

параметры  букв , в частности  вероятность  появления и время  

вычисления  как единичного  так и нулевого  значений  входящих   в  

формулу  букв . Поэтому  в разделе  2.4. исследуется  аддитивный  

критерий  сложности  булевой  формулы  и предлагается  

соответствующий  алгоритм ее оптимизации . Аддитивным критерий  

назван  потому , что  на каждом  пути в линейном бинарном  графе  

соответствующие показатели  букв  складываются  [307]. 

Так как  существует  аддитивный  критерий  сложности  булевой  

формулы , то имеет  смысл рассмотреть  и мультипликативный  

критерий . Мультипликативный  означает [307], что соответствующие  

показатели  букв , в  частности  достоверность  единичного  (нулевого) 

значения , перемножаются  на каждом  пути линейного  бинарного  

графа . Поэтому  такой  критерий  анализируется  в разделе 2.5. и 

предлагается  соответствующий  алгоритм оптимизации  по нему . 

В связи  с тем, что  в скором будущем ожидается  широкое 

использование экспертных  систем  в  управлении различными 

техническими  средствами , автором  предлагается  в  разделе 2.6. метод  

оптимизации  продукционной  базы  знаний  по длительности и 
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достоверности  вычислений  на базе результатов , полученных  в  

разделах  2.4. и 2.5. 

 

2.1. Модели вычисления  булевых  формул 

В данном  разделе упоминается  операторная  схема  вычисления  

булевой  формулы , подробно  рассматриваются  линейные  бинарные  

графы , представлена  ортогональная  дизъюнктивная  нормальная  

форма как совокупность  проверяющих  тестов , а также  предложено  

нечеткое  множество  переходов в  качестве  еще одной аналитической  

формы  представления  булевой  формулы . 

2.1.1. Операторные схемы  

Простейшей  моделью  вычисления  булевой  формулы  является  

операторная  схема вычислений  [183]. При этом вычисления  

выполняются  непосредственно  с использованием  поразрядных 

логических  операций  “&”, “|”,”~” (алгоритмический  язык  С++ [278] 

вычислителя). При необходимости  применяется  стек для  вычисления  

промежуточных  значений , например , выражений  в скобках . Данная  

модель  вычисляет  значение булевой  формулы  с фиксированным 

временем, не зависящим  от конкретных  значений  переменных  этой 

формулы , что является ее первым  недостатком . Другим недостатком  

такой  схемы  вычислений  может  являться наличие  стека, размер  

которого  зависит  как  от типа формулы , так  и от перестановки  ее 

членов. Наиболее существенным  недостатком  операторной  схемы  

является  невозможность  выполнять  правильные  вычисления  

значений  булевых  формул, буквы  которых  являются произвольными  

целочисленными  функциями , что имеет место  в алгоритмах  контроля  

и управления электроэнергетических  установок . Разновидностью  

операторной  схемы  является  так называемая  польская запись , 
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используемая  в большинстве  компиляторов . о  недостатках  которой 

также  указано  в  главе 6. 

2.1.2. Линейные бинарные графы 

Основной  рассматриваемой  вычислительной  моделью  булевой  

формулы  является  бинарная  программа [183]. Графическим  

представлением  этой модели  вычисления  булевой  формулы  является  

линейный бинарный  граф  (ЛБГ) (рис.2.1) [180]. 

 
Для  дальнейшего  понимания перечислим основные свойства 

ЛБГ , изложенные в  работе [176] . 
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1. Вершина ЛБГ  соответствует  букве  булевой  формулы . 

Порядковый  номер  буквы  соответствует  такому  же порядковому  

номеру  вершины  ЛБГ . 

2. Из каждой  вершины  ЛБГ  исходят всегда  две дуги, одна из 

которых  соответствует единичному  значению  буквы  формулы , а 

вторая – нулевому . 

3. Две соседние вершины  всегда соединены  дугой , такие дуги  

будем называть основными  дугами  ЛБГ или основной  дугой  

вершины  из которой  она исходит . 

4. Из крайней  справа  вершины  ЛБГ  исходят  две 

результирующий дуги: единичная соответствует  вычисленному  

единичному  значению  булевой  функции , соответствующей  

рассматриваемой  формулы , нулевая – нулевому . Эти дуги будем 

называть единичным  и нулевым  выходом  ЛБГ , соответственно . 

5. ЛБГ  всегда планарен . 

Не основные дуги будем называть переходами . Длиной  gi 

перехода из i-й  вершины  в j-ю вершину  будем считать число  вершин, 

размещенных  в  ЛБГ  между  инцидентными  переходу  вершинам 

(число  огибаемых  дугой  перехода вершин). При этом 

gi = j – i –1 . 

Для  ЛБГ, соответствующего  произвольной БФ из h букв , имеет 

место  соотношение   

 1 ≤ gi ≤ h – 2. 

Единичный  (нулевой) переход  из i-й вершины  соответствует  

маскированию  значением «единица» («ноль») i-й буквы  формулы  

выражения, размещенного между  i-й и j-й буквами  формулы , где j – 

вершина, в которую направлен  переход . 
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Остовом ЛБГ  будем  называть  суграф  [218] ЛБГ , включающий 

все его  вершины , все основные дуги и обе выходных  дуги. 

Известные  алгоритмы синтеза  бинарных программ  по заданной 

булевой  формуле  [52,132,190,206] основаны  на суперпозиции  ЛБГ , 

реализующих  элементарные  логические  операции . Эти алгоритмы  не 

обеспечивали  планарности  графа . В [180] представлен  алгоритм 

синтеза  ЛБГ , основанный  на так  называемых  «остатках» булевой  

формулы . Представим  другой  алгоритм синтеза  ЛБГ  по заданной 

булевой  формуле , основанный на ее линейном  обходе. Сущность его 

заключается  в том, что  по  заданной  булевой  формуле сначала  

строится остов  ЛБГ , затем последовательно  строятся переходы  и 

выходы . Изложим этот алгоритм. 

1. Заданную  булеву формулу  преобразуем  к нормальному  виду 

[19]. 

2. Полученную  формулу  заменим  однотипной  с ней  

положительно  монотонной  формулой  [19]. 

3. Строим  остов ЛБГ  из h вершин, помечаемых  

соответствующими  буквами  формулы  по  п.2. 

4. Основные дуги  остова  ЛБГ  помечаем  единицей , если  буква в  

формуле  по п.2 предшествует  знаку  конъюнкции , нулем  – в 

противном случае . 

5. Из каждой  вершины  строим начало  перехода, направляемого  

вверх (вниз), если  соответствующая основная  дуга из этой  вершины  

помечена нулем (единицей). 

6. Каждый  переход  (из i-й вершины) направляем  к j-й вершине, 

соответствующей  j-й букве  формулы  по п.2, так, что  выражение в 

формуле , размещенное между  i-й и j-й буквами  маскируется  

значением i-й буквы , помечающего  данный  переход . 
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7. Если  i-я буква формулы  по п.1 имеет  знак инверсии , то дуги , 

исходящие  из i-й вершины  ЛБГ , меняют знак  на противоположный . 

На рис. 2.1 приведен  пример  построения ЛБГ  для двух 

вариантов  перестановки  одной и той же булевой  формулы . Из этого  

рисунка  следует, что  перестановка членов  булевой  формулы  

приводит к  ЛБГ  различной  структуры .  

2.1.3. Ортогональные  формы  

Другой важнейшей  моделью  вычислений  булевой  формулы  

является  ее ортогональная  дизъюнктивная  нормальная  форма  

(ОДНФ) [77,252,248] и ОДНФ  ее инверсии . Каждая конъюнкция 

ОДНФ формулы  соответствует одному  и только одному  пути в ЛБГ  

от начальной  вершины  к единичному  выходу . Каждая конъюнкция 

ОДНФ инверсии  формулы  (ОДНФ’) соответствует  единственному  

пути от начальной  вершины  к нулевому  выходу . Дизъюнкция  ОДНФ 

и ОДНФ’ соответствует  полному перечню путей ЛБГ . Буква 

конъюнкции , входящей  в ОДНФ  (ОДНФ’) без знака инверсии , 

соответствует  единичной  дуге, исходящей  из одноименной  его 

вершины , со знаком инверсии  – нулевой  дуге, соответственно .  

Запишем   ОДНФ  и ОДНФ’ для  формул, приведенных  на рис. 

2.1. 

Для  формулы  y = x1(x2∨  x3x4)  

ОДНФ:   y = x1x2 ∨  x1~x2x3x4. 

ОДНФ’: y = ~x1 ∨ x1~x2~x3 ∨  x1~x2x3~x4. 

Для   формулы y = (x4x3 ∨  x2)x1  

ОДНФ:   y =  ~x4x2x1 ∨   x4x3x1 ∨ x4~x3x2x1. 

ОДНФ’: y =  ~x4~x2 ∨  ~x4x2~x1 ∨ x4x3~x1 ∨ x4~x3~x2 ∨  

                            ∨  x4~x3x2 ~x1. 
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Таким  образом, мы  представили  три основных модели  

вычислений  булевой  формулы , между  которыми  существует взаимно  

однозначное соответствие . Помимо  этого, автором  предложена  [180] 

полная система алгоритмов  взаимно  однозначных  преобразований: 

а) булевой  формулы  в  ЛБГ; 

б) ЛБГ  в булеву  формулу  (ретрансляция); 

в) булевой  формулы  в  ОДНФ и ОДНФ’;  

г) ОДНФ и ОДНФ’ в булеву  формулу; 

д) ЛБГ  в ОДНФ  и ОДНФ’ (перечисление  путей ЛБГ); 

е) ОДНФ и ОДНФ’ в ЛБГ . 

Однако  перечисленных  вычислительных  моделей  недостаточно  

для наглядного  представления о  допустимых  перестановках  булевых  

формул. 

2.1.4. Нечеткие  множества  переходов  

Построим гистограмму  переходов ЛБГ  для  обоих 

рассматриваемых  на рис.2.1 случаев  следующим образом. Слева  

направо  разместим  столбики  гистограммы , соответствующие  

переходам  из вершин ЛБГ , порядковый номер  которых  есть  

порядковый  номер  как  буквы  в формуле , так и столбика . Высота  

столбика равна абсолютной  величине длины  перехода  из 

соответствующей  вершины  ЛБГ , а знак перехода указан  внутри 

столбика (рис. 2.2,а,б).  
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Наклонная  линия на рис. 2.2,а соответствует  идеальной  записи  

булевой  формулы . Эта линия проходит  через  середину  верхнего  

обреза столбиков  гистограммы , соответствующей  идеальной  записи  
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булевой  формулы , например  конъюнкции , с тем  же числом букв, что 

и исследуемая  булева формула. Наклон  этой прямой  равен  135°. 

Сложность  булевой  формулы  в  принятой  записи  (варианте  

перестановки) определяется  отклонением  высоты  столбиков  

гистограммы  от указанной  наклонной  линии. Чем  больше 

отклонение , тем сложнее  данная  запись  булевой  формулы . На рис. 

2.2,а указанное отклонение  отсутствует , и  соответствующая запись  

булевой  формулы  является  наиболее простой . На рис. 2.2,б  

отклонение  максимально , что свидетельствует  о  наиболее  сложной  

записи  данной  формулы . Следовательно , надо  выбрать  первый  

вариант  записи  согласно  рис. 2.2,а. 

Введем новую модель  булевой  формулы , названную  нечетким 

множеством переходов в соответствующем этой формуле ЛБГ . 

Нечеткое  множество  А задается  перечислением  элементов  множества  

xi∈A  с указанием значения  функции  принадлежности  [147] 

соответствующего  перехода  идеальной  формуле вида µА(xi):  

(2.1)             A = {(x1/µА(x1)),…,(xi/µА(xi)),…,( xh/µА(xh))}. 

Элементами  нечеткого  множества  будем считать  вершины  ЛБГ , 

а значениями  соответствующей  функции  принадлежности  будем 

считать  величину   

(2.2)    µА(xi) = gi / (h – i + 1),  

где i - порядковый  номер  буквы  в  формуле, h - число  букв в   

формуле , gi - длина перехода  из i-й вершины  ЛБГ . 

Величину  gi можно  получить из µА(xi) посредством  вычисления  

вида  

(2.3)   gi = (h - i + 1)µА(xi)  
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 В  качестве примера  рассмотрим  нечеткие  множества  переходов 

для вариантов ЛБГ , изображенных на рис. 2.1. Обозначим А – 

множество  переходов для  варианта «а», В  – множество  переходов 

для варианта  «б». Следуя представленному  определению , имеем: 

  A = {(x1 / -4/4), (x2 / 3/3), (x3 / -2/2), (x4 / 1/1)} = 

     = {(x1 / -1), (x2 / 1), (x3 / -1), (x4 / 1)}. 

  B = {(x4 / -2/4), (x3 / 2/3), (x2 / -2/2), (x1 / 1/1)} = 

     = {(x4 / -0.5), (x3 / 0.67), (x2 / -1), (x1 / 1)}. 

С целью обеспечения  наглядности  этих множеств , введем  

графическое  их изображение в  виде гистограмм  (рис. 2.2,в,г). При 

этом элементы  (столбцы) гистограммы  обозначают  функцию  

принадлежности  и помечаются  согласно  выражениям  А и В. Такие 

гистограммы  будем именовать  гистограммами  нечетких  множеств  

переходов . 

Из рис. 2.2,в следует , что функция принадлежности  неизменна  

для всех  букв  формулы  и равна единице, что  свидетельствует  об 

идеальной  записи  булевой  формулы  (рис. 2.1,а). Напротив, из рис. 

2.2,г вытекает  утверждение  о  не оптимальности  данного варианта  

булевой  формулы  (рис. 2.1,б), так как  значения  функции  

принадлежности  много  ниже единицы  у первых  двух  букв. 

Представим  упрощенные алгоритмы взаимно  однозначных  

преобразований  линейного бинарного  графа, булевой  формулы  и 

ортогональной  формы  в нечеткое  множество  переходов  и  обратные  

преобразования . При этом считаем булеву  формулу  положительно  

монотонной . 

Преобразование  линейного бинарного  графа в  нечеткое  

множество  переходов. 
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1) Рассматриваем  очередную  i-ю по  порядку  вершину  (начиная  

слева  с первой  вершины , для которой  положим i = 1) ЛБГ , и 

записываем ее обозначение   как  соответствующий  i-й элемент  

нечеткого  множества  переходов. 

2) Определяем длину  gi перехода из данной вершины  (как 

указано  выше) и направление перехода . 

3) Записываем  xi  и величину  (2.2) с соответствующим знаком 

как  значение функции  принадлежности  i-го элемента  нечеткого  

множества переходов .  

4) Если  i < h, то  i = i + 1 и возврат к п.1. 

    Иначе  Конец  преобразования. 

Преобразование  булевой  формулы  в  нечеткое  множество  

переходов . 

1) Полагаем i = 1. 

2) Рассматриваем  i-ю по порядку  слева букву  формулы  и 

записываем ее как соответствующий  i-й элемент  нечеткого  

множества переходов . 

3) Определяем длину  gi перехода и знак значения  функции  

принадлежности  следующим  образом. 

Если  справа от буквы  следует  знак  дизъюнкции , то  определяем 

число  букв в  выражении, маскируемом  единичным  значением  

рассматриваемой  буквы , добавляем единицу  и получаем искомую  

длину . Искомый  знак устанавливаем  в плюс . 

Если  справа от буквы  следует  знак  конъюнкции , то определяем  

число  букв в  выражении, маскируемом  нулевым  значением 

рассматриваемой  буквы , добавляем единицу  и получаем искомую  

длину . Искомый  знак устанавливаем  в минус. 
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4) Записываем  xi и величину  (2.2) с соответствующим  знаком  

как  значение функции  принадлежности  i-го элемента  НМП.  

5) Если  i < h, то  i = i + 1 и возврат к п.1. 

    Иначе  Конец  преобразования. 

Преобразование  ОДНФ  и ОДНФ’ в нечеткое  множество  

переходов . 

Напомним , что ОДНФ – это ортогональная дизъюнктивная  

нормальная форма, полученная  из исходной  дизъюнктивной  

нормальной  формы   по правилам  ортогонализации . ОДНФ’ - то  же 

для инверсии  исходной  формулы . 

1) Составляем  список  конъюнкций  из ОДНФ  и ОДНФ’. 

2) Определяем порядок  следования  букв в  формуле по  

наибольшей  конъюнкции  из полученного  списка  (без возможного  

знака инверсии). 

3) Полагаем i = 1. 

4) Рассматриваем  i-ю по порядку  букву , и записываем ее как 

соответствующий  i-й элемент  нечеткого  множества переходов. 

5) Ищем  в списке  конъюнкцию , в  которой  рассматриваемая  

буква соседствует  с буквой , имеющей  наибольший  номер  j. 

6) Определяем длину  перехода , равную gi = j – i + 1, со знаком 

минус, если  в  конъюнкции , найденной  в п.5, буква  содержит  знак  

инверсии . 

7) Записываем  значение функции  принадлежности  для i-го  

элемента нечеткого  множества переходов  как величину  (2.2). 

7) Если  i < h, то  i = i + 1 и возврат к п.4. 

    Иначе  Конец  преобразования. 

Преобразование  нечеткого  множества  переходов  в линейный 

бинарный  граф. 
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1) Полагаем i = 1. 

2) Рассматриваем  i-й элемент  нечеткого  множества  переходов, 

начиная  слева . В  строящийся линейный  бинарный граф включаем i-ю 

вершину  с обозначением буквы , заимствуемой  из рассматриваемого  

элемента нечеткого  множества переходов .  

3) Если  i = h (последний  элемент  нечеткого  множества 

переходов), то из соответствующей  вершины  линейного  бинарного  

графа  направляем две дуги – выходы  (единичный  и нулевой) и 

переходим к  п.7. 

Иначе перейти  к п.4. 

4) Строим основную дугу  из i-й вершины  графа . Помечаем ее 

единицей , если соответствующий  элемент  нечеткого  множества  

переходов  имеет  знак минус при значении  функции  принадлежности , 

или  нулем – в противном случае . 

5) Строим переход  из i-й вершины  линейного  бинарного  графа . 

Переход  направляем вверх, если  элемент  нечеткого  множества 

переходов  имеет  знак плюс при значении  µA(xi), и вниз – в  

противном случае . Определяем  длину  gi перехода  согласно  (2.3). 

Переход  направляем в позицию  (i + gi – 1) строящегося  линейного  

бинарного  графа . 

6) i = i + 1. Перейти  к п. 2. 

7) Конец  синтеза  линейного бинарного  графа. 

Преобразование  нечеткого  множества  переходов  в булеву  

формулу . 

1) Полагаем i = h. (Начинаем просмотр  указанного  множества  с 

последнего  элемента .) 
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2) Рассматриваем  i-й элемент  нечеткого  множества  переходов. 

Обозначение данного  элемента вставляем  в  синтезируемую  формулу  

в  качестве i-ой по порядку  буквы . 

3) При i < h определяем  знак , который  следует  поставить справа 

от вставленной  в формулу  буквы . Если  µA(xi) < 0, то это  – знак 

конъюнкции , в противном случае  – дизъюнкции . 

4) Определяем маскируемое выражение  в синтезируемой  

формуле . Определяем  по соотношению  (2.3) длину  перехода  gi. 

Определяем наименьший порядковый номер  j буквы  в формуле , на 

которую  не распространяется  маскирование ( j = i + gi ). Выражение , 

образованное буквами  с номерами  i + 1,…,j – 1 и знаками  операций , 

их объединяющих , является  искомым . 

5) Если  маскируемое  выражение содержит  знак  дизъюнкции , то  

оно  заключается  в скобки . При этом, если  закрывающая  скобка  уже 

стоит , и  парная  ей открывающая  скобка отсутствует , то  она не 

повторяется . 

6) Если  перед  маскируемым  выражением  указан  знак 

дизъюнкции , то после него ставится  закрывающая скобка . 

7) Если  i > 1, то  i = i – 1, и переходим  к п.2. 

8) Если  в формуле  осталась  закрывающая скобка  без парной  

открывающей , то перед  первой  буквой  формулы  ставится 

открывающая  скобка . 

 9) Конец  преобразования  (синтеза  булевой  формулы). 

Преобразование  нечеткого  множества  переходов  в 

ортогональную  форму  не рассматриваем  ввиду его сложности , так  

как  ортогональную форму  легко  получить из линейного бинарного  

графа , синтезируемого  из нечеткого  множества переходов  

предложенным  алгоритмом. 
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Отметим , что не всякое нечеткое  множество  можно считать  

нечетким  множеством  переходов. Сформулируем  необходимые 

условия , при которых  нечеткое  множество  вида  

A = {(x1/µА(x1)),…,(xi/µА(xi)),…,( xh/µА(xh))}, 

является  нечетким множеством  переходов, соответствующей  

некоторой  булевой  формуле:  

(а)   µА(xh) ≡ 1. 

(б)  |µА(xh-1)| ≡ 1. 

(в)  1 ≥ |µА(xi)| > 0, i = 1,…,h – 2. 

Наглядно , эти условия  можно  наблюдать  из гистограммы , 

построенной  по нечеткому  множеству  переходов . При этом все 

столбики  гистограммы  должны  находиться не выше прямой  

идеальной  функции  принадлежности  (штриховая  линия на рис. 2.2,г), 

описываемая уравнением |µА(xi)| = 1,  i = 1,…,h.  

Таким  образом, рассмотрены  три вычислительные  модели  

булевой  формулы: ЛБГ, ОДНФ  и НМП. При  этом, ЛБГ  задает  схему  

вычислений  значений  булевой  формулы , ОДНФ и ОДНФ’ задают 

минимальное  множество  тестов , проверяющих  правильность 

программной  реализации  булевой  формулы , а НМП, в  частности , его  

гистограмма – наглядно характеризует  отклонение  выбранного  

варианта  записи  булевой  формулы  от идеального  варианта. 

 

2.2. Статическая  сложность  булевых  формул  

Под статическими  критериями  сложности  булевой  формулы  

будем понимать такие, которые  не используют для своего  

вычисления  статистические  параметры  входящих  в  формулу  букв .  
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Простейшим статическим  критерием сложности  булевой  

формулы  является  число  букв в  ней . Другим  известным критерием  

статической  сложности  булевой  формулы  являются  полное число  М 

двоичных  наборов  длины  n, воспроизводящих  таблицу  истинности , 

реализуемую  булевой  формулой, причем  М = 2n, где n - число  

аргументов булевой  формулы. Более полным критерием  является  

объем Q таблицы  истинности , определяемый  как 

(2.4)       
nnnMQ 2== .  

Таблица  истинности  показывает полный  набор  тестов , 

проверяющих  программу , реализующую булеву  формулу . 

Однако  существует меньший  по объему  минимальный  набор  

проверяющих  тестов – ортогональная форма  (ОДНФ и ОДНФ’ – см. 

выше, раздел 2.1.3.). Число  конъюнкций  в этих двух формах  

представления  булевой  функции  соответствует числу  маршрутов 

(путей) в линейном бинарном  графе , программно  реализующем 

заданную  булеву  формулу , так как это  есть минимальный тест, 

проверяющий  программу  [196]. При этом каждая  конъюнкция ОДНФ  

показывает  единичный  путь  в линейном  бинарном  графе , а в  ОДНФ’ 

– нулевой  путь. В [176] показано , что перечисление  всех путей 

линейного бинарного  графа  является  покрытием  полной таблицы  

истинности . 

 

2.2.1. Вычисление  числа  путей в линейном бинарном  

                 графе (ЛБГ) 

Подсчет  числа  S путей  без их непосредственного  получения в  

виде ОДНФ и ОДНФ’  осуществляется  различными  способами . 

Известный  метод  Флойда [250] состоит  в возведении  в  степень 
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матрицы  смежности  графа, что  является  весьма  трудоемким. Другим 

известным  алгоритмом является  алгоритм Дейкстры  [250]. Но  и этот 

алгоритм , не учитывающий  специфику  бинарных  программ и, тем 

более, ЛБГ  – также  трудоемок . Поэтому в  [176] предложены  два 

более эффективных  алгоритма подсчета  путей в ЛБГ  без их  

непосредственного  построения. Первый  из них  базируется  на 

известном  подходе  Акерса  [290], а второй – основан на поэтапном 

подсчете  числа  путей, начиная с выходов ЛБГ . Данный  подход 

обладает  тем недостатком, что  подсчитывается  только  общее число  

путей в ЛБГ  без разделения  на число  единичных  и нулевых  путей. 

Предложим  новый  простой  алгоритм, устраняющий  данный  

недостаток. 

Алгоритм  подсчета  числа  путей  в ЛБГ . 

1) Единичный  выход  ЛБГ  пометим  дробью  1/0, нулевой  – 0/1. 

2) Полагаем i = h. 

3) i-ю вершину помечаем  дробью  a/b, где a=a0+a1, b=b0+b1, a1 

– числитель дроби , помечающей  единичную  дугу, исходящую  из 

данной  вершины , a0 – числитель  дроби , помечающий  нулевую дугу , 

исходящую  из данной  вершины , b1 и  b0 – знаменатели  указанных  

дробей , соответственно . 

4) Если  i > 1, то каждую дугу , заходящую  в i-ю вершину  

помечаем  полученной  в  предыдущем  пункте  дробью  a/b и переходим 

к п.5, иначе  – к п. 6. 

5) i = i – 1. Переходим к  п .3. 

6) Дробь, помечающая первую вершину, отображает  число  

единичных  (числитель) и нулевых  (знаменатель) путей, сложив эти  

числа , получим общее число  путей в  ЛБГ. 

7) Конец  алгоритма. 
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Пример  подсчета числа путей  по  данному  алгоритму  

представлен  на рис. 2.3. для тех же ЛБГ , что и на рис.2.1. 

x1

x2

x3

x4

2/2

0/1

1/0

1/1

1/0

1/2

0/1
0/1

1/0

0/1

 y = x1(x2 v x3 x4)
S1=2,  S0 = 3,  S = 5

а)

x4

x3

x2

x1

2/3

1/2

1/1

1/1

1/0

1/2

0/1
0/1

1/0

0/1

 y = (x4 x3 v x2) x1
S1 = 3,  S0 = 5,  S = 8

б)

Рис. 2.3

1/11/22/22/3

1/11/22/33/5

 
Для  случая , когда буквам  булевой  формулы  соответствуют 

вложенные  булевы  формулы  (формуле  соответствует блочный ЛБГ  

[274]), предложим  модификацию выше приведенного  алгоритма. При 

этом полагаем , что  каждой  букве  формулы  (вершине ЛБГ) 

соответствует  дробь d1/d0, задающая  число  единичных  и нулевых  

путей, соответственно , в ЛБГ , реализующем соответствующую  

подформулу  заданной  формулы . 
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Алгоритм  подсчета  числа  путей  в блочном ЛБГ . 

1) Единичный  выход  ЛБГ  пометим  дробью  1/0, нулевой  – 0/1. 

2) Полагаем i = h. 

3) i-ю вершину помечаем  дробью  a/b, где a=(a0+a1)d1, 

b=(b0+b1)d0, a1 – числитель  дроби , помечающей  единичную дугу , 

исходящую  из данной  вершины , a0 – числитель  дроби , помечающий  

нулевую дугу , исходящую  из данной  вершины , b1 и b0 – знаменатели  

указанных  дробей , соответственно; d1 и d0 – числитель  и 

знаменатель дроби , соответствующей  вложенному  в i-ю вершину  

ЛБГ . 

4) Если  i > 1, то каждую дугу , заходящую  в i-ю вершину  

помечаем  полученной  в  предыдущем  пункте  дробью  a/b и переходим 

к п.5, иначе  – к п. 6. 

5) i = i – 1. Переходим к  п .3. 

6) Дробь, помечающая первую вершину, отображает  число  

единичных  (числитель) и нулевых  (знаменатель) путей, сложив эти  

числа , получим общее число  путец в  ЛБГ. 

Конец  алгоритма . 

2.2.2. Оценки  числа  путей в ЛБГ 

Рассмотрим полученные автором  оценки  числа путей в  ЛБГ , 

реализующих  различные классы  булевых  формул  [177]. 

Для  элементарной  дизъюнкции  число  S1 единичных , нулевых  

S0 путей и общее число  S путей оцениваются однозначно : 

(2.5,а)      S1 = h,   

(2.5,б)      S0 = 1, 

(2.5,в)      S = h + 1. 

Для  элементарной  конъюнкции  значения S1, S0 и S также  

оцениваются однозначно  : 
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(2.6,а)     S1 = 1,   

(2.6,б)     S0 = h, 

(2.6,в)     S = h + 1. 

Для  знакопеременных  пороговых  формул, записанных  в  виде 

x1(x2∨x3(x4∨x5(x6∨…(xh-1∨xh)…)))) – (пример  на рис. 2.1,а) и 

подобных -  ЛБГ   имеет  вид «ели». Значения  S1, S0, S оцениваются 

однозначно: 

(2.7,а)          S1 (S0) = 




2
h

 + 1, 

(2.7,б)          S0 (S1) =     




2
h

 + 1 – при нечетном  h, 

                                =        2
h

       - при четном  h. 

(2.7,в)          S = h + 1, 

где выражение в  скобках   a  означает  целую часть  числа  a . 

Для  тех  же формул, записанных  в  обратном порядке , имеют  

место  другие оценки . Запись  таких  формул  имеет следующий  вид: 

(2.8,а)      (…((x1∨  x2)x3∨  x4)x5∨…∨xh-1)xh, 

(2.8,б)      (…((x1∨  x2)x3∨ x4)x5∨…∨xh-2)xh-1∨ xh, 

(2.8,в)      (…((x1x2∨  x3)x4∨ x5)x6∨…∨xh-1)xh, 

(2.8,г)      (…((x1x2∨  x3)x4∨  x5)x6∨…∨xh-2)xh-1∨  xh. 

ЛБГ  для  таких  формул обладают  той особенностью , что все 

переходы  имеют  длину , тождественно  равную двум. Получим  

значение  числа  единичных  S1 путей в ЛБГ  для  формул вида (2.8,б, 

2.8,г) или нулевых  S0 путей в ЛБГ  для формул (2.8,а, 2.8,в). Другими  

словами , получим значение  Smax(h) = max(S1,S0) для  ЛБГ , 

реализующих  формулы  вида (2.8) из h букв.  
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В обеспечение  вывода введем понятие i-подграфа ЛБГ , под 

которым  будем понимать  ЛБГ , полученный  удалением  всех вершин 

исходного ЛБГ , размещенных  левее  i-й вершины , и удалением всех  

дуг, исходящих  из удаленных  вершин. Обозначим Si
max - значение 

Smax для  i-подграфа. Для рассматриваемых  ЛБГ  имеем 

(2.9,а)   S
h
max = 1 

(2.9,б)   S h 1
max
−

= 2 

(2.9,в)   Si
max = Si 1

max
+

 + Si 2
max
+

          при i < h-1 

Заменим  S
i
max  на эквивалентное  обозначение Smax(h– i + 1). 

Тогда  выражение  (2.9,в) принимает  вид 

   Smax(h– i + 1) = Smax(h– i ) + Smax(h– i – 1). 

Полагая i = 1, получим  
   

(2.10)   Smax(h) = Smax(h – 1) + Smax(h – 2). 

Выражение  (2.10) представляет  собой  определение  числа  

Фибоначчи  [73]. Учитывая, что ряд  Фибоначчи  имеет  вид   

Ф = {Ф1,Ф2,Ф3,Ф4,Ф5,Ф6,…} = {1,1,2,3,5,8,…}, 

а также соотношения  (2.9,а) и (2.9,б), получим 

(2.11)            Smax(h) = Фh+1. 

Таким  образом, для знакопеременных  пороговых  формул , 

учитывая соотношения  (2.8), справедливо  соотношение 

(2.11)       




2
h

 + 1 ≤ Smax(h) ≤ Фh+1, 
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Выражение  (2.11) применимо  и для произвольной булевой  

формулы . 

Автором в  работе [177] выведены  оценки  для общего  числа S(h) 

путей в ЛБГ , реализующих  произвольные булевы  формулы  из  h букв: 

(2.12)       h + 1 ≤ S(h) ≤ Фh+2  ≈  5
1



 +

2
51 2+





h

. 

При этом верхняя  оценка  достижима для формул  вида (2.8), а нижняя 

– для обратной  перестановки  этих же формул и для элементарных 

конъюнкций  и дизъюнкций .  

Отметим , что для  формул вида (2.8) число  S1 единичных  и S0 

нулевых  путей , а также  общее число  S путей  в ЛБГ , исходя  из 

правой  части  двойных  неравенств (2.11) и (2.12), связаны  

следующим соотношением: 

(2.13)       если    S1 (S0) = Smax(h) = Фh+1, 

                то       S0 (S1) = S(h) - Smax(h) = Фh+2 - Фh+1 = Фh 

Для  примера, изображенного  на рис. 2.1,а имеем: число  

единичных  путей S1 = 2, число  нулевых  путей  S0 = 3, общее  число  

путей S(4) = 5, что согласуется  с нижней  оценкой  (2.12) . Для той же 

булевой  формулы , но записанной  наоборот , (рис. 2.1,б) получим: 

число  единичных  путей S1 = 3 =Ф4, число  нулевых  путей S0 = 5 = 

Ф5, общее число  путей S(4) = 8 = Ф6, что согласуется  с верхней  

оценкой  (2.12). 

Укажем , что верхняя оценка для  числа  путей , то есть 

наименьшего  множества  тестов для проверки  программы , 

реализующей  булеву формулу  бинарной  программой , описываемой  

ЛБГ , меньше  числа  двоичных  наборов  из h букв 

(2.14)            S(h) ≤ Фh+2 < 2h. 
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2.2.3. Суммарная длина  путей в линейном бинарном  

                 графе 

Другим критерием  статической  сложности  булевой  формулы  

является  суммарная длина L путей в соответствующем ЛБГ . 

Значению  L  соответствует также  общее число  букв  в  ортогональной  

форме (ОДНФ и ОДНФ’ — см. раздел 2.1.3.), то есть  L определяет  

объем наименьшей  тестовой  последовательности .  

В работе [177] получены  следующие оценки  для  суммарной  

длины  L(h) путей  в  ЛБГ , реализующих  произвольные булевы  

формулы: 

(2.15)     2
1

h(h + 3) ≤ L(h) ≤  2hФh.  

Как следует  из последнего  соотношения  верхняя  оценка  для 

суммарной  длины  путей  также  определяется через  числа  Фибоначчи . 

При этом как нижние, так и верхние оценки  числа и суммарной  

длины  путей достижимы  для  различных  перестановок  булевых  

формул вида (2.8). 

Еще одним  критерием статической  сложности  булевых  формул 

будем считать  производную величину  от суммарной  длины  путей  и  

числа  путей в ЛБГ , а именно  – среднюю длину  lср(h) пути  

(2.16)  

)1(2
)3(

+
+

h
hh

 ≤ lср(h) = )(
)(

hS
hL

 ≤  2

2

+hФ
hhФ

. 

Отметим , что минимальная длина lmih пути в произвольном ЛБГ  

определяется соотношением 



 

 

25 

25 

(2.17)       1 ≤ lmih  ≤ 



 +

2
1h

. 

Представим  также  верхнюю  оценку  числа  sh
l  путей  заданной  

длины  l  в ЛБГ  из h вершин , реализующих  формулы  (2.8): 

(2.18)        bbs h
l

h
l

h
l

12 −+= , 

где b
h
l - коэффициенты  из треугольника Паскаля  [97,264], 

изображенного  в  виде следующей  матрицы: 

 

l
        h  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

2 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 

3 0 0 1 2 1 0 0 0 0 0 

4 0 0 0 1 3 3 1 0 0 0 

5 0 0 0 0 1 4 6 4 1 0 

6 0 0 0 0 0 1 5 10 10 5 

 

При этом b1
0 = 0.  

Для  ЛБГ (рис. 2.1,б) получим: s4
4 = 2b4

4 + b4
3 = 2⋅1+0 = 2, 

s3
4 = 2b3

4 + b3
3 = 2 ⋅2+1 = 5, s2

4 = 2b2
4 + b2

3 = 2 ⋅0+1 = 1.  

2.2.4. Инвариантные булевы формулы 

Дополнительно  представим результаты  по анализу  числа путей  

в  так называемых  инвариантных  булевых  формулах , линейный  

бинарный  граф которых  не изменяет  свою структуру (за 

исключением пометок  буквами  вершин) при  произвольной 

перестановке  членов формулы . Вначале  рассмотрим формулу  из h 
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букв , представляющую  собой  дизъюнкцию  произвольных подформул 

из k букв , линейный  бинарный  граф каждой  из которых  содержит  

p≥1 единичных  и q≥2 нулевых  путей. Для  такой  формулы  имеет  

место  

(2.19,а)     S0 = q k
h

, 

(2.19,б)     S1 = p 1
1

−
−

q
k
h

q
, 

(2.19,в)     S = 1
)1(

−
−−+

q
pqpk

h
q

. 

Рассмотрим инвариантную дизъюнктивную  нормальную  форму  

(ДНФ), где p = 1, q = k ≥ 2. Для  такой  ДНФ  имеют место  следующие  

показатели  числа путей: 

(2.20,а)      S0 = k k
h

, 

(2.20,б)      S1 = 1
1

−
−

k
k
h

k
, 

(2.20,в)      S = 1
1

1

−
−

+

k
k
h

k
 < 

k
h

k
k

k
1−  < 2 k

h
k  < 2 e

h
e , 

где e – основание натурального  логарифма .  

Самый  правый  член  неравенства (2.20,в) [177] показывает, что  

максимальное  число  путей в  линейном  бинарном графе  
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соответствует  ДНФ с идеальной  длиной  конъюнкций , равной  е, что 

практически  определяется  конъюнкциями  длины  2 и 3. Приведем  

формулы  для  подсчета числа путей в  линейном  бинарном графе  

применительно  к ДНФ , в  которых  h = 2α2  + 3α3, где α2 и α3 – число  

конъюнкций  с числом букв , соответственно  два и три: 

(2.21)  S = 2
1

2
+

h
 - 1               при h = 2r, r = 1,2,…,8; 

           S = 
















−
+

1
1

33
2
1

h

         при  h ≠ 6,12, mod3(h) = 0; 

           S = 3 3
1+h

                      при h ≠ 2,8,14, mod3(h) = 2; 

           S = 2 ⋅3 3
1−h

                   при  h ≠ 4,10,16, mod3(h) = 1. 

 

Докажем  теорему: для  произвольных инвариантных  булевых  

формул из h букв  справедливо  соотношение: 

(2.22)    S  ≤  2e e
h

. 

Каждая из рассматриваемых  инвариантных  булевых  формул 

соответствует  многоярусной  логической  схеме , обладающей  

следующими  свойствами: 

- каждая  дизъюнкция (конъюнкция) формулы  реализуется 

одним элементом  ИЛИ (И); 

- все входные  переменные  подключены  только  ко входам 

первого  яруса; 
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- каждый  вход элемента i-го  (i ≥ 2) яруса подключен  к  выходу 

соответствующего  элемента  (i – 1)-го  яруса; 

- все элементы  одного яруса одинаковы; 

- элементы  соседних  ярусов  разнотипны  (либо  ИЛИ, либо И). 

Если  в  схеме  указанного класса  первый ярус состоит  из 

элементов  И (ИЛИ), то Smax = S0 (Smax = S1). 

Если  элемент  первого  яруса  содержит  k входов, и число  

элементов  этого  яруса равно m = h / k, то   

(2.23)            Smax ≤ (S
1
max ) m  = k k

h
, 

где S
1
max  - наибольшее  из числа единичных  и нулевых  путей 

подформулы , соответствующей  элементу первого  яруса. 

Так как  для  любых  положительных  чисел a и b, где a ≥ b, 

выполняется  соотношение  a + b ≤ 2a, то с учетом  (2.23) получим 

(2.24)             S = S0 + S1 ≤ 2Smax = 2k k
h

. 

Для  определения  максимального  значения S вычислим значение  

k, при котором  производная правой части  выражения (2.24) равна 

нулю 

(2.25)            (2k k
h

)’ = 2h(1 – ln(k)) k 2−k
h

 = 0. 

Решением  этого уравнения является  k = e – основанию 

натурального логарифма . Заменяя  k на e в (2.24) получим  

доказываемое в  теореме соотношение. 
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Данная  теорема  имеет другое  прикладное значение , а именно: 

при  реализации  нейросемантических  структур  [54] оптимальным 

значением числа букв  в слоеобразующем  элементе  равна e. 

2.2.5. Нечеткий  критерий сложности  булевых  формул  

Предложим еще один  критерий  Н статической  сложности , 

названный  нечетким. В его основу закладывается  рассмотренное  в 

разделе  2.1.4 нечеткое  множество  переходов.  

Рассмотрим общий случай  функции  принадлежности  |µА(X)| при 

произвольном h. Эта функция размещается  в  области , ограниченной  

прямой  µ = 0 и прямой µд = 1. Последняя представляет  собой  

функцию  принадлежности  нечеткого  множества переходов  

элементарной  дизъюнкции  из h букв. Как было  указано  выше, 

линейный бинарный  граф  элементарной  дизъюнкции  имеет  

наименьшее  число  путей  - имеет наименьшую  сложность .  

)(xiAµ

     x1     ...           ...          ...         ....         ...       ...       xh

1

0

Рис. 2. 4
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На рис. 2.4. область, ограниченная  прямой µд и кривой  µА(X), 

(заштрихована) показывает  отклонение  от идеала  - характеризует  

сложность  булевой  формулы . В частности , если µА(X) ≈ 0, то 

булевой  формуле соответствует  наивысшая сложность . 

Заштрихованная  область  на рис. 2.4. нечетко  характеризует  

сложность  формулы . Соответствующий  критерий  Н предложим  

вычислять на основе следующего  соотношения: 

(2.26)       

( )

2
1

)(1)(12

h

h

i
ixAih

H
∑
=

−+−

=

µ

. 

Значение  этого  критерия  меняется в  диапазоне  0 ≤ Н < 1. Так 

как  одно  и  то  же значение  Н могут иметь  место  для  различных  

формул, в  том числе  при  различных  h, то следует  ввести 

лингвистическую  переменную  вида: 

(2.27)    “Сложность” = {“Идеал”, “Малая”, “Средняя”, 

                                       “Большая”, “Очень  Большая”}. 

Значения этой лингвистической  переменной  определим 

треугольными  функциями  принадлежности  [4]: 

(2.28) 
















−
−

−
−

= 0,,minmax),,,(
cbcd

Hcd

cacb
caH

cdcbcaHctrimf
, 

где с – значение лингвистической  переменной  (7), a, b, d – абсциссы  

левой , верхней  и правой  точки  треугольной функции  

принадлежности  данной  переменной . Положим: 

для  значения “Идеал”: a = b = d = 0; 

для  значения “Малая”: a = 0, b = 0.1, d = 0.2; 

для  значения “Средняя”: a = 0.1, b = 0.25, d = 0.4; 
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для  значения “Большая”: a = 0.35, b = 0.7, d = 0.9; 

для  значения “Очень  Большая”: a = 0.8, b = d = 1. 

Использование  нечеткого  множества  переходов и нечеткого  

критерия позволяет  определить  относительную  сложность  булевой  

формулы  для  каждого  варианта ее записи  безотносительно числа 

букв  в  формуле.  

Рассмотрим вычисление  нечеткого  критерия сложности  

формулы , представленной  на рис. 2.1,б. Соответствующее  этой 

формуле  нечеткое  множество  В переходов (см. раздел 2.1.4.) имеет  

вид: В = {(x4 / -0.5), (x3 / 0.67), (x2 / -1), (x1 / 1)}. Вычислим значение  

нечеткого  критерия  согласно  выражению (2.26): 

Н = 2((4-1+1)(1-0.5) + (4-2+1)(1-0.67) + (4-3+1)(1-1) +  

     +(4-4+1)(1-1))/42 = 2(2+0.99+0+0)/16 ≈ 6/16 = 0.375. 

Сравнительно  малая  величина полученного  значения  критерия  

свидетельствует о  высокой  сложности  булевой  формулы . 

Соответствующее  значение лингвистической  переменной  (2.27): 

«Сложность» = «Большая». 

Рассмотренные нечеткие  множества переходов  и нечеткий  

критерий  предложены  автором в  [312]. Данные результаты  

рекомендуется использовать в  перспективных  транспортных  

средствах  и космических  аппаратах  дальнего  и ближнего космоса . 

2.3. Оптимизация  булевых  формул по  статическому   

               критерию сложности  

Изменение порядка  записи  булевой  формулы  путем  

перестановки  ее членов  приводит к  новым значениям рассмотренных  

критериев  статической  сложности , в том числе  к изменению  

положения  и/или формы  кривой µА(X)) (рис.2.4). Задача  выбора 
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оптимальной  записи  булевой  формулы  очевидно представляется  

полным  перебором всех возможных  перестановок ее членов  и 

выбором перестановки , обеспечивающей  наименьшее  значение  числа  

путей S в соответствующем линейном бинарном графе или нечеткого  

критерия Н согласно  (2.26). 

Однако , выбрать оптимальный  по  статическому  критерию  

сложности  вариант  записи  булевой  формулы  можно  не только  

полным  перебором и построением  гистограмм, а целенаправленным  

алгоритмом  ее поиска.  

В обеспечение такого  алгоритма введем понятия  веса члена 

конъюнкции  и дизъюнкции . 

Вес с i  i-го члена  конъюнкции  определяется  выражением   

(2.29)          ci  = (pi  – 1) / qi, 

где pi и  qi – число  единичных  и нулевых  путей , соответственно , в  

линейном бинарном  графе, реализующем i-й  член конъюнкции , i = 

1,…,h, h – число  букв конъюнкции . 

Имеет  место  следующая  лемма: 

Если  задана  конъюнкция  h булевых  формул  и выполняется  

соотношение  

(2.30)        (p1 – 1) / q1 ≤ (p2 – 1) / q2 ≤ … ≤ (ph – 1) / qh, 

где i – порядковый  номер  формулы , входящей  в  данную  

конъюнкцию, то справедливо  неравенство  

(2.31)     qi

pi 1−

 ≤ 0
11

S
S −

 ≤ qh

ph 1−

, 

где S1, S0 – число  единичных  и нулевых  путей, соответственно , в 

линейном бинарном  графе рассматриваемой  конъюнкции  булевых  

формул. 
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Доказательство  леммы  представлено  в [178]. 

Там же на базе утверждения  (2.31) и (2.30) доказана  следующая  

теорема:  

если  справедливо  соотношение (2.30), то оптимальной  записью  

конъюнкции  булевых  формул является  

(2.32)              y = y1y2…yh, 

где yi – i-я по  порядку  булева  формула , входящая  в  конъюнкцию . 

Вес di i-го члена дизъюнкции  определяется  величиной   

(2.33)          di  = (qi  – 1) / pi, 

где pi и  qi – число  единичных  и нулевых  путей , соответсвенно , в 

линейном бинарном  графе, реализующем i-й  член дизъюнкции . 

Имеет  место  аналогичная  предыдущей  лемма: 

если  задана  дизъюнкция из h булевых  формул и выполняется 

соотношение  

(2.34)        (q1 – 1) / p1 ≤ (q2 – 1) / p2 ≤ … ≤ (qh – 1) / ph, 

где i – порядковый  номер  формулы , входящей  в  данную  

дизъюнкцию , то  справедливо  неравенство  

(2.35)     pi

qi 1−

 ≤ 1
10

S
S −

 ≤ ph

qh 1−

, 

где S1, S0 – число  единичных  и нулевых  путей, соответственно , в 

линейном бинарном  графе рассматриваемой  дизъюнкции  булевых  

формул. 

Доказательство  леммы  представлено  в [178]. 

Там же на базе утверждения  (2.34) и (2.35) доказана  следующая  

теорема:  

если  справедливо  соотношение (2.34), то оптимальной  записью  

дизъюнкции  булевых  формул является  
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(2.36)              y = y1 ∨ y2 ∨ … ∨  yh, 

где yi – i-я по  порядку  булева  формула , входящая  в  рассматриваемую  

дизъюнкцию . 

Перечислим следствия  из приведенных  двух теорем . 

Следствие  1. Если  задана конъюнкция (дизъюнкция) некоторых 

формул, число  единичных  (нулевых) путей в соответствующем 

линейном бинарном  графе не зависит  от взаимного  расположения  

этих формул, а оптимизация  по статическим  критериям  сложности  

достигается  за счет оптимизации  только нулевых  (единичных) путей. 

Следствие  2. Соотношение  (2.30, 2.34) является также  

критерием  для  определения минимального  числа  нулевых  

(единичных) путей в линейном бинарном  графе , реализующем  

конъюнкции  (дизъюнкции). 

Следствие  3. Одиночной  букве  xi, являющейся  членом 

конъюнкции  (дизъюнкции) формул  соответствует pi = qi   = 1, и ее вес 

(2.29, 2.33) равен  нулю . Поэтому  она должна размещаться  первой  в 

формуле . 

Число  путей в  конъюнкции  h формул  вычисляется  согласно  

выражениям  

(2.37,а)     S1 = p1p2…ph, 

(2.37,б)     S0 = q1+p1(q2+p2(q3+…+ph-1qh)…)). 

Число  путей в  дизъюнкции  h формул вычисляется  согласно  

выражениям  

(2.38,а)      S0 = q1q2…qh, 

(2.38,б)      S1 = p1+q1(p2+q2(p3+…+qh-1ph)…)). 

Приведем  алгоритм оптимизации  булевой  формулы  по 

статическому  критерию  сложности . 
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1) Булева формула представляется  в виде суперпозиции  формул 

до  глубины  1 [185] (до  элементарных  конъюнкций  или дизъюнкций). 

Все  получаемые  подформулы  при этом нумеруются (номер  формулы  

обозначим  k). 

2) Для формул глубины  j, начиная  с j = 1, определяется сk (dk). 

В формулах  глубины  j + 1 выполнить перестановку  формул глубины  

j в порядке  неубывания ck (dk), а при равенстве  весов  – в порядке  

неубывания  числа  путей  в линейных  бинарных графах , реализующих  

эти формулы . 

3) Указанные  в  п .2 действия выполняются при j = j + 1 до  тех 

пор , пока  не осуществится  перестановка во внешней  формуле (с 

наибольшей  глубиной). 

Пример . Оптимизировать  по числу  путей в линейном бинарном  

графе  фрагмент программы , реализующий  формулу   

y = x1x2 ∨ x3 ∨  x4, где x1 и x2 – признаки  отсутствия напряжения , x3 – 

сигнал аварии работающей  панели , x4 – сигнал короткого  замыкания , 

а y – сигнал на ввод резервного генератора  энергетической  

установки . 

Выполняем  приведенный  выше алгоритм. Обозначим   

y5 = x1x2 и у6 = у = y5 ∨ x3 ∨  x4. Определим веса  букв формулы  y5 

согласно  выражению  (2.29): с1 = с2 = 0. Веса равны, поэтому  

формулу  y5 оставляем без изменения . Определим  веса букв  формулы  

у6 согласно  выражению (2.33): d3 = d4 = 0, d5 = (q5 – 1)/p5 = 

= (2-1)/1 = 1. Вес d5 > d3 = d4. Поэтому  формулу  y6 упорядочим в  

следующей  записи  y6 = x3 ∨  x4 ∨ y5. Окончательно  получим искомую 

оптимальную  запись  формулы  y = x3 ∨ x4 ∨  x1x2. При этом число  
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путей в соответствующем линейном бинарном  графе  уменьшилось с 

семи  до  пяти . 

2.4. Оптимизация  булевых  формул по  динамическому  

аддитивному  критерию  сложности. 

В реальном вычислительном  процессе управления  различными  

техническими  средствами  большую роль , например для 

быстродействия  алгоритмов , играет  вероятность  пребывания 

входных  переменных  в состояниях  ноль и единица . Кроме  того, 

динамика  вычисления булевых  формул с учетом  вероятности  

пребывания  их аргументов  в том или ином состоянии , имеет большое 

значение  в ряде  приложений , например  в базах  знаний. 

Поэтому  рассмотрим динамические  критерии  сложности  

булевых  формул , зависимые  как  от порядка записи , так  и от 

статистических  параметров  аргументов . 

В частности , предлагаются  два критерия динамической  

сложности  булевых  формул: аддитивный  и мультипликативный . 

Понятия аддитивной  и мультипликативной  величин  представлены , 

например , в [91]. 

2.4.1. Понятие аддитивного  критерия сложности  

Аддитивный критерий  динамической  сложности  в орграфе  [41], 

имеющем  начальную  и конечные  вершины , определяется следующим 

образом [36]: 

(2.39)            Q = 

( )∑
∈Mj

jtjP
, 

где М – множество  путей , j – номер  пути  в  орграфе, Pj  – вероятность  

j-го пути , t j  – сумма  значений  некоторого  параметра , 



 

 

37 

37 

характеризующего  вершину, например , время  вычисления на j-м 

пути.  

Отметим , что оптимизация булевой  формулы  путем 

перестановки  ее членов  по быстродействию , но без учета 

статистических  характеристик  букв , рассмотрена в  [184]. 

Соотношение  (2.39) применим  к линейным бинарным графам . 

При этом будем  учитывать , что i-й букве соответствующей  булевой  

формуле  из h букв  свойственны: 

а) вероятность pi единичного  значения; 

б) аддитивный  параметр  t i1, присущий единичному  значению 

буквы; 

в) аддитивный  параметр  t i0, присущий нулевому  значению  

буквы . 

В качестве  такого аддитивного  параметра  можно  считать  время 

вычисления  единичного  и нулевого значений  буквы , соответственно . 

2.4.2. Определение аддитивного  критерия сложности  для 

                  элементарных  дизъюнкций  и конъюнкций 

Рассмотрим линейный  бинарный  граф , реализующий  

дизъюнкцию  из h букв  (2.36), обладающую  статистическими  

параметрами , перечисленными  в  п. 2.4.1. При  этом аддитивный  

критерий  Q принимает  значение  

(2.40)          Q = pQ1 + (1 – p)Q0 = R1 + (1 – p)Q0,  

где Q1 и Q0 – время вычисления  единичного  и нулевого  значений  

булевой  формулы , соответственно, R1 – единичная  компонента 

критерия Q, p – вероятность вычисления  единичного  значения 

формулы , причем 

(2.41)     p = 1 – (1 – p1)(1 – p2)…(1 – ph) =  

                   = p1 + (1 – p1)p2 + (1 – p1)(1 – p2)p3 +… 
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                    …+ (1 – p1)(1 – p2)…(1 – ph-1)ph, 

(2.42)     Q0 = t10 + t20 +…+th0. 

Величину  R1, будем вычислять следующим  образом: 

(2.43)   R1 = p1t11 + (1 – p1)p2(t10 + t21) +...+ (1 – p1)(1 – p2)... 

                  ...(1 – ph-1)ph(t10 + t20 + ... + th-1 ,0 + th1). 

При этом 

(2.44)      Q1 = R1 / p . 

Аналогичным образом представим  формулы  для вычисления  

аддитивного  критерия Q для элементарной  конъюнкции  из h букв, 

используя те же обозначения , за исключением  R0 – нулевой  

компоненты  критерия: 

(2.45)          Q = pQ1 + (1 – p)Q0 = pQ1 + R0, 

(2.46)          p = p1p2...ph, 

(2.47)          Q1 = t11 + t21 + … + th1, 

(2.48)          R0 = (1 – p1)t10 + p1(1 – p2)(t11 + t20) + ... 

                          p1p2...ph-1(1 – ph)( t11 + t21 + … + th-1 ,1 + th0), 

(2.49)          Q0 = R0 / (1 – p). 

 Отметим , что при произвольной допустимой перестановке  букв 

в  конъюнкции  (дизъюнкции) соответственно  изменяется  линейный  

бинарный  граф, что приведет  к изменению  результатов вычислений  

по формулам  (2.40) – (2.49). Поэтому  введем понятие оптимальной  

записи  булевой  формулы , то есть  такой  ее перестановке , при которой  

обеспечивается  наименьшее  значение  Q. 

2.4.3. Оптимальная  запись двухместной  дизъюнкции   

                 (конъюнкции) 

Рассмотрим двухместную  дизъюнкцию  в записи  ya = x1∨x2 и в 

другой  записи  yb = x2 ∨  x1, которым соответствуют  аддитивные 
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критерии  Qa и Qb при заданных  p1, p2, t11, t10, t21, t20. Определим  

условие, при котором  Qa ≤ Qb, то есть запись ya является  

оптимальной  записью  этой дизъюнкции . Согласно  (2.40) – (2.44) 

имеем: 

(2.50,а)    Qa = p1t11 + (1 – p1)p2(t10 + t21) + z, 

(2.50,б)    Qa = p2t21 + (1 – p2)p1(t20 + t11) + z, 

где  

z = (1 – p1)(1 – p2)(t10 + t20). 

Получим условие, при котором Qa ≤ Qb, подставляя  (2.50) в это  

неравенство: 

p1t11 + (1 – p1)p2(t10 + t21) + z ≤ p2t21 + (1 – p2)p1(t20 + t11) + z. 

Вычтем z и раскроем  скобки: 

      p1t11 + p2t10 - p1p2t10 + p2t21 – p1p2t21 ≤ 

≤    p2t21 + p1t20 + p1t11 – p2p1t20  – p2p1t11. 

После приведения  подобных  и деления на p1p2 > 0, получим  

t10 / p1 – t10 – t21 ≤ t20 / p2 – t20 – t11,  или 

t11 + t10(1 / p1 – 1) ≤ t21 + t20(1 / p2 – 1). 

Обозначим   

(2.51)           qi = (1 – pi) / pi 

и получим искомое  условие, при котором Qa ≤ Qb: 

(2.52)      T1 ≤ T2, 

где Ti назовем  аддитивным  рангом  i-й буквы  дизъюнкции: 

(2.53)      Ti = ti1 + qit i0 = t i1 + ti0(1 – pi) / pi. 

Условие (2.52) доказывает  следующую  лемму . 

Лемма  2.4.1. Запись y = x1 ∨  x2  (y = x1x2) двухместной  

дизъюнкции  (конъюнкции) является оптимальной  (по  минимуму  Q), 

если имеет  место  соотношение  T1 ≤ T2, где T1 и T2 вычислены  
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согласно  (2.53) для  дизъюнкции  ((2.54) – для конъюнкции  (см. 

ниже)). 

При этом доказательство  леммы  для конъюнкции  проводится  

аналогично  на основании соотношения  (2.45), а аддитивный  ранг  

буквы  конъюнкции  определяется  выражением  

(2.54)     Ti = ti0 + sit i1 = t i0 + t i1pi / (1 – pi), 

где 

(2.55)     s i = pi / (1 – pi) = 1 / qi. 

Далее обозначения  (2.51), (2.53)-(2.55) распространим на 

произвольное i = 1,2,…,h,   h ≥ 2. 

 

2.4.4. Основные  теоремы  

Введем понятие аддитивного  ранга T дизъюнкции и 

конъюнкции , определяемого , соответственно , выражениями : 

(2.56)    T = Q1 + Q0(1 - p) / p, 

(2.57)    T = Q0 + Q1p / (1 - p), 

где Q0 и Q1 определяются  согласно  (2.42), (2.44) - для дизъюнкции , и 

(2.47), (249) – для  конъюнкции , а p – соответственно  по  (2.41), 

(2.46). 

Теорема 2.4.1. Если  h-местная  дизъюнкция  (конъюнкция) 

представлена  такой  записью  y = x1∨  x2 ∨  … ∨  xh (y = x1x2…xh), 

которой  соответствует  соотношение   

(2.58)          T1 ≤ T2 ≤ …≤ Th,  

то имеет  место  двойное неравенство  вида 

(2.59)          T1 ≤ T ≤ Th. 

Доказательство . Пусть выполнены  условия  теоремы  для 

дизъюнкции . При этом, вероятность  p единичного  значения  булевой  
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формулы  можно  вычислить следующим образом: 

p = p1+(1-p1)(p2+(1-p2)(p3+…+(1-ph-1)ph)…)) = 

= q0p1(1+q1p2(1+q2p3(1+…+qh-1ph)…))), 

где q0=1. Обозначив   

Ai=1+qipi+1Ai+1, (i=1,...,h-1; Ah=1),  

получим p=q0p1A1. Аддитивный  критерий   

Q = Q1p+Q0(1-p)=p(Q1+qQ0)=pT,  

где  

q = (1-p)/p.  

Тогда   

T=Q1+qQ0 = Q/p. 

Теперь аддитивный  критерий  можно  выразить следующим 

образом: 

Q=p1t11+(1-p1)(p2(t10+t21)+(1-p2)(p3(t10+t20+t31)+…+ 

+(1-ph-1)(ph(t10+t20+...+th-1 ,0+th1)+(1-ph)(t10+t20+...+th0)...)))= 

=p1t11+(1-p1)t10+(1-p1)p2t21+(1-p1)(1-p2)t20+...+ 

+(1-p1)...(1-ph-1)phth1+(1-p1)…(1-ph)th0= 

=p1(t11+q1t10+q1p2(t21+q2t20+q2p3(t31+...qh-1ph(th1+qhth0)...)))= 

=p1(T1+q1p2(T2+q2p3(T3+...+qh-1phTh)...)))=q0p1B1, 

где 

Bi=Ti+qipi+1Bi+1,   (I=1,…,h-1;   Bh=Th). 

Тогда   

T=Q/p=q0p1B1/(q0p1A1)=B1/A1. 

Докажем теперь, что T1 ≤ T = B1/A1. Так  как A1>0, то  докажем, 

что A1T1 ≤ B1, то есть B1-A1T1 ≥ 0. Выполним подстановку  A1 и B1 и 

докажем, что  
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T1+q1p2B2-(1+q1p2A2)T1≥0, 

откуда  следует необходимость доказать соотношение    

q1p2B2-q1p2A2T1≥ 0, 

а так  как q1p2>0, то  необходимо  доказать соотношение  

B2-A2T1 ≥ 0. 

Поступая  с последним  неравенством аналогично  приведенному  

выше процессу  сужения  доказываемых  соотношений , придем к  

необходимости  доказать, что  B3-A3T1≥0, и  так далее , до тех пор , пока  

не потребуется доказать  неравенство  

Bh - AhT1 ≥ 0. 

После соответствующей  подстановки  Bh
 и Ah получим Th - T1 ≥ 0, что 

истинно , так  как T1 ≤ Th по  условию  теоремы , и тем  самым доказана  

левая  часть  доказываемого  неравенства T1 ≤ T. 

Перейдем  к доказательству  правой  части  двойного неравенства  

T ≤ Th, или после подстановки  B1/A1≤ Th, или ThA1-B1≥0. Раскрыв  

компоненты  последнего  неравенства , придем  к  необходимости  

доказать  следующее  неравенство: 

Th(1+q1p2A2) – (T1+q1p2B2) ≥ 0. 

Раскрыв скобки  в  последнем неравенстве, докажем следующее  

неравенство: 

Th+Thq1p2A2 – T1 - q1p2B2  ≥ 0. 

Усилим последнее  неравенство , исключая Th  - T1 ≥ 0, и поделив 

оставшиеся  члены  на q1p2 > 0. После этого докажем, что   ThAh – B2 ≥ 

0. Действуя  аналогично , придем  к необходимости  доказать ThAh – Bh 

≥ 0. После подстановки Ah = 1 и Bh = Th придем к  тождеству  Th=Th, 

то есть полученный  результат  цепочки  представленного  вывода  

доказывает  исходное неравенство . 
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Таким  образом, доказана теорема  с выводом (2.59) для  

дизъюнкции . Доказательство  этой теоремы  для конъюнкции  

аналогично , поэтому  не приводится. 

Теорема 2.4.2. Запись h-местной  дизъюнкции  (конъюнкции)  y = 

x1∨ x2 ∨  … ∨  xh (y = x1x2…xh), является  оптимальной  по аддитивному  

критерию, если  имеет  место  соотношение (2.58) 

 (T1 ≤ T2 ≤ …≤ Th). 

Доказательство  выполним  по индукции . 

Пусть доказано , что  фрагмент  рассматриваемой  булевой  

формулы  вида  yi = x1∨  x2 ∨  … ∨  xi есть  оптимальная  запись  для     2 ≤ 

i < h. Докажем , что другой  фрагмент рассматриваемой  дизъюнкции  

вида yi+1 = yi   ∨ xi+1, также есть  оптимальная  запись  для  того же 

значения  i. Исходя из теоремы  2.4.1, аддитивный  ранг  T фрагмента  yi   

не больше ранга Ti+1  буквы  xi+1 , поэтому  приведенная  запись  yi+1 не 

противоречит  лемме, если yi рассматривать  как букву  дизъюнкции . 

Запись  вида yi+1 = xi+1 ∨  yi противоречит  лемме  и не допустима. 

Покажем , что букву  xi+1 нельзя вставить внутри фрагмента  yi. 

Представим yi дизъюнкцией  yi   = y’ ∨  y’’, где y’ = x1 ∨ x2 ∨  … ∨  xk,   

y’’ = xk+1 ∨  … ∨ xi, где 1 ≤ k < i. Образуем дизъюнкцию  вида y’ ∨  xi+1 

∨  y’’. При этом, хотя  фрагмент вида y’ ∨  xi+1 является  его  

оптимальной  записью , но зато  фрагмент      xi+1 ∨  y’’ не является 

оптимальной  записью . При этом значение  аддитивного  критерия 

последнего  фрагмента больше значения  этого  критерия  для  

фрагмента  y’’ ∨  xi+1. Поэтому  рассматриваемый  фрагмент y’ ∨  (xi+1 ∨  

y’’) обладает большим значением критерия по  сравнению  с записью  

y’ ∨ y’’ ∨  xi+1. Следовательно , запись вида yi+1 = yi   ∨ xi+1   есть 

единственный  вариант оптимальной  записи  данного фрагмента.  



 

 

44 

44 

Доказательство  для  конъюнкции  идентично  и поэтому не 

рассматривается . 

2.4.5. Оптимизация  скобочных  булевых  формул  

          по аддитивному  критерию  сложности 

Представим  алгоритм  оптимизации  булевой  формулы  по  

аддитивному  критерию сложности . 

1) Булева формула представляется  в виде суперпозиции  формул 

до  глубины  1 [185] (до  элементарных  конъюнкций  или дизъюнкций). 

Все  получаемые  подформулы  при этом нумеруются (номер  

подформулы  обозначим  k). 

2) Для подформул глубины  j, начиная с j = 1, определяется   

вероятность  единичного  значения, аддитивные  параметры  

единичного  и нулевого  значений  и аддитивный  ранг  каждой  буквы  

(подформулы  глубины  j – 1). Во  всех  таких  подформулах   

выполняется  перестановка  букв (подформул глубины  j-1) в  порядке 

неубывания  аддитивного  ранга. 

3) Указанные  в  п .2 действия выполняются при j = j + 1 до  тех 

пор , пока  не осуществится  перестановка во внешней  формуле (с 

наибольшей  глубиной). 

Как указывалось  выше, аддитивным критерием  сложности  

может служить среднестатистическое  время  вычисления  значения 

булевой  формулы . При этом аддитивные  параметры  буквы  (величины  

t i1 и t i0 ) должны  указывать  длительность вычисления , 

соответственно , единичного  и нулевого  значения i-й буквы  формулы .  

Оптимизация булевых  формул по быстродействию  является  

важным этапом в  синтезе  алгоритмов программного  управления  

различными  техническими  средствами . Более подробно  данный  

вопрос изложен  в работе автора [152]. 
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Пример . Оптимизировать  по минимуму  длительности  

вычислений  формулу  y = x1 ∨  x2 ∨ x3, где x1 – признак  готовности  

измерения значения  тока перемычки  (привилегированного  

измеряемого  в резервном приборе параметра), х2 – признак 

готовности результатов  тестирования оборудования космической  

станции , х3 – данная  станция  выбрана  в  качестве  основной  (не в  

резерве), у - разрешение выдачи  данных  оператору  системы  

управления установкой  (представлен  фрагмент  формулы). При этом 

тестирование  производится , например , один  раз в 10 сек , измерение  

тока  перемычки  – один раз в  2 сек , выбирается  произвольно в  

качестве  основной  одна из двух станций , выдача  данных   оператору  

выполняется  три раза в секунду . На основе изложенного  представим  

статистические  параметры  аргументов  формулы  у:  

p1 = 0.3 / 2 = 0.15; p2 = 0.3 / 10 = 0.03; p3 = 0.5;   

t11 = t10 = 0.4 мксек;   t21 = t20
 = 0.5 мксек;  t31 = t30 = 0.1 мксек . 

Вычислим значения  аддитивного  ранга каждой  буквы  

дизъюнкции  у согласно  выражению  (2.53): 

T1 = t11 + t10 (1-p1) / p1 = 0.4+0.4(1-0.15)/0.15 = 3.8; 

T2 = t21 + t20  (1-p2 )  /  p2 = 0.5+0.5(1-0.03)/0.03 = 16.67; 

T3 = t31 + t30  (1-p3 )  /  p3 = 0.1+0.1(1-0.5)/0.5 = 0.2. 

В соответствии  с теоремой  2.4.2 оптимально записью  

исследуемой  формулы  будет запись у  = х3 ∨   х1 ∨   х2, так как   

Т3 < T1 < T2. 

Определим  длительность вычисления  значения данной  формулы  

до  и после оптимизации . Для исходной  формулы   

y = x1 ∨  x2 ∨  x3 согласно  выражению (2.39) имеем: 

Q = p1t11+(1-p1)p2(t10+t21)+(1-p1)(1-p2)p3(t10+t20+t31)+ 
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    +(1-p1)(1-p2)(1-p3)(t10+t20+t30)=0.15⋅0.4+(1-0.15) ⋅0.03(0.4+0.5)+ 

+(1-0.15)(1-0.03) ⋅0.5(0.4+0.5+0.1)+ (1-0.15)(1-0.03)(1-0.5)(0.4+ 

+0.5+0.1)=0.90. 

Для оптимизированной  формулы  у = х3  ∨   х1 ∨   х2 аналогично  

получим: 

Q = p3t31+(1-p3)p1(t30+t11)+(1-p3)(1-p1)p2(t30+t10+t21)+ 

    +(1-p3)(1-p1)(1-p2)(t30+t10+t20)=0.5 ⋅0.1+(1-0.5)⋅0.15⋅(0.1+0.4)+ 

+(1-0.5)(1-0.15)⋅0.03⋅(0.1+0.4+0.5)+(1-0.5)(1-0.15)(1-0.03)(0.1+ 

+0.4+0.5)=0.51. 

Таким образом, длительность  вычисления булевой  формулы  

снизилась почти  вдвое только  лишь за счет перестановки  одной 

буквы  в ней. Рассмотрим также  наихудший  случай , то есть  запись  

формулы  в  порядке, обратному  оптимальной  записи  этой формулы , а 

именно: у = х2 ∨   х1 ∨   х3. Получим для этой формулы  

среднестатистическую  длительность вычислений: 

Q = p2t21+(1-p2)p1(t20+t11)+(1-p2)(1-p1)p3(t20+t10+t31)+ 

    +(1-p2)(1-p1)(1-p3)(t20+t10+t30)=0.03⋅0.5+(1-0.03) ⋅0.15 ⋅(0.5+0.4)+ 

+(1-0.03)(1-0.15) ⋅0.5⋅(0.5+0.4+0.1)+(1-0.03)(1-0.15)(1-0.5)(0.5+ 

+0.4+0.1)=0.97. 

По сравнению  с оптимальной  записью в  этом случае  проигрыш 

вдвое по  длительности вычислений  еще более заметен . 

Таким образом, можно  сделать  вывод  о  необходимости  

применять  предложенный  метод  оптимизации  булевых  формул по 

длительности вычислений . Практическое использование метода дает 

снижение  длительности  вычислений  булевых  формул в  полтора – 

пять  раз. 
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2.5. Оптимизация  булевых  формул по  динамическому  

       мультипликативному  критерию  сложности 

При программной реализации  логического  управления  

решаются проблемы  надежности  как аппаратуры , так  и программ 

[18]. При этом важным аспектом надежности  является  повышение  

достоверности  как управляющих  сигналов с выхода ЭВМ, так и, в  

особенности , рекомендаций  (советов) оператору . Вычисление  

достоверности  будем ассоциировать  с вычислением 

мультипликативного  критерия сложности  булевой  формулы . 

2.5.1. Мультипликативный критерий 

В работе  [199] получена формула  для вычисления  

достоверности  исполнения некоторого  оператора  программы , 

которую  примем за основу вычисления  мультипликативного  

критерия: 

(2.60)     D = 

∑
∈

∏
=

∑
∈

∏
=

⋅

Mi

Li

j
Pij

Mi

Li

j
PijDij

1

1

, 

где M – множество  единичных  (нулевых) путей в управляющем  

графе  программы , Li – длина i-го пути, j – порядковый  номер  

вершины  на i-м пути, Dij –мультипликативный  показатель, 

например , достоверность  единичного  (нулевого) значения  

переменной  булевой  формулы , Pij – вероятность  единичного  

(нулевого) значения  этой переменной. 
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Применительно  к булевым формулам и линейным  бинарным  

графам  мультипликативный  критерий  D будем вычислять  следующим 

образом: 

(2.61)    D = D1p + D0(1 – p), 

где D1 и D0 – единичная  и нулевая  компоненты  критерия , 

соответствующие совокупностям  единичных  и нулевых  путей  в  

линейном бинарном  графе. 

Соответствующее  выражению (2.61) определение достоверности  

назовем совокупной  достоверностью  вычислений  значения  булевой  

формулы  (определение  автора; дано  в  работе [153]). 

2.5.2. Мультипликативный критерий для элементарных   

                 двухместных  дизъюнкций (конъюнкций) 

Рассмотрим дизъюнкцию  вида y = x1 ∨  x2. Обозначим di1 и di0 –  

мультипликативные  показатели, соответственно , единичного  и 

нулевого  значения  i-й буквы , pi – вероятность единичного  значения  

этой буквы . Нулевая  компонента D0 мультипликативного  критерия 

данной  дизъюнкции вычисляемая  по единственному  нулевому  пути  

соответствующего  линейного бинарного  графа не зависит  от 

перестановки  букв: 

D0 = d10(1-p1)d20(1-p2) / (1-p1)(1-p2) = d10d20 = const. 

Поэтому  значение  мультипликативного  критерия  может  изменяться  

за счет  его единичной  компоненты  D1, зависимой  от перестановки  

букв .  

Рассмотрим два варианта записи  дизъюнкции . Выше 

приведенную  запись условимся считать  вариантом  «а», а запись  вида   

y = x2 ∨  x1 – вариантом «b». Соответственно единичные компоненты  

мультипликативного  критерия обозначим  Da1 и Db1. Последние  
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вычисляются  по совокупности  единичных  путей в  соответствующих  

ЛБГ  следующим  образом: 

Da1 = (d11p1+d10(1-p1)d21p2) / (p1+(1-p1)p2) = (a1+b1a2)/(p1+p2-p1p2), 

Db1 = (d21p2+d20(1-p2)d11p1) / (p2+(1-p2)p1) = (a2+b2a1)/(p1+p2-p1p2), 

где ai = di1pi,  bi = di0(1 – pi), i = 1,2. 

Найдем  условие, при котором  Da1 ≥ Db1. Положим  

Da1 - Db1 = (a1+b1a2- a2-b2a1) / (p1+p2-p1p2) ≥ 0.  

Так  как p1,p2 < 1, то  p1 + p2 - p1p2 > 0, поэтому  рассмотрим  

неравенство  a1+b1a2- a2-b2a1 ≥ 0. При этом a1(1-b2) ≥ a2(1-b2). Так как    

0 < bi < 1, то 1 – bi > 0. Следовательно , условие для  выполнения    Da1 

≥ Db1 будет иметь  следующий  вид: a1/(1-b1) ≥ a2/(1-b2). Величину  

(2.62)       r i  = ai/(1-bi) = di1pi/(1- di0(1 – pi)) 

назовем мультипликативным рангом  i-й буквы  дизъюнкции . 

Повторив аналогичные  приведенным рассуждения  для  

элементарной  двухместной конъюнкции  в  вариантах  записи  вида      

a) y = x1x2  и  b) y = x2x1, а также учитывая , что перестановка  влияет  

только  на нулевую компоненту  D, получим , что Da0 ≥ Db0 в том 

случае , когда  выполняется неравенство  вида  

b1/(1-a1) ≥ b2/(1-a2). При этом величину  

(2.63)   r i  = bi/(1-ai) = di0(1 – pi)/ di1pi  

назовем мультипликативным рангом  i-й буквы  конъюнкции . 

Таким  образом, доказана следующая лемма . 

Лемма  2.5.1. Максимальное  значение  мультипликативного  

критерия сложности  элементарной двухместной  дизъюнкции  

(конъюнкции) достигается  такой  перестановкой  ее букв , при которой 

соответствующие мультипликативные ранги букв не возрастают  при 

просмотре формулы  слева направо . 
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2.5.2. Мультипликативный  критерий  для элементарных   

        дизъюнкций (конъюнкций) с произвольным  числом букв 

Введем  понятие собственного  мультипликативного  ранга R 

элементарной  дизъюнкции  (конъюнкции), определяемый  выражением  

(2.64)   R = D1p / (1 – D0(1 – p)) – для дизъюнкции , 

            R = D0(1 – p) / (1 – D1p) – для  конъюнкции , 

где p – вероятность  единичного  значения  формулы . Докажем  

следующую  лемму . 

Лемма 2.5.2. Если  элементарная  дизъюнкция y = x1∨  … ∨  xh 

(конъюнкция) из h букв  упорядочена  по не возрастанию  

мультипликативных  рангов  букв  согласно  r1 ≥ r2 ≥ … ≥ rh, то  имеет 

место  соотношение  r1 ≥ R ≥ rh. 

Доказательство .  

Вначале  докажем , что r1 ≥ R для h = 2: 

r1=a1/(1-b1) ≥ R = D1p / (1 – D0(1 – p)) = (a1+b1a2)/(1-b1b2). 

Умножив  обе части  неравенства  на оба неотрицательных  

знаменателя, докажем, что a1(1-b1b2) ≥ (a1+b1a2)(1-b1), или  

a1-a1b1b2 ≥ a1-a1b1+a2b1(1-b1), или a1b1(1-b2) ≥ a2b1(1-b1), или  

a1(1-b2) ≥ a2(1-b1). Таким образом r1  ≥ r2, что  задано  по условию . 

Следовательно , утверждение r1 ≥ R справедливо  при h = 2.  

На основе последнего  утверждения  для  любой двухместной  

дизъюнкции  вида    yi = xi  ∨  yi+1 (i = 1,...,h-1), рассматриваемой  как  

часть  исходной  дизъюнкции , всегда  справедливо  соотношение  r i  ≥ Ri, 

где Ri – собственный  мультипликативный  ранг  для  подформулы  yi, 

что по  индукции  приводит к  доказываемому  утверждению  r1 ≥ R для  

y = y1 при произвольном h. 
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Теперь докажем , что R ≥ rh. Вначале  докажем  это  для  

дизъюнкции  y’ = xh-1 ∨  xh с учетом  rh-1 ≥ rh: 

R’ = (ah-1+bh+1ah)/(1-bh-1bh) ≥ ah/(1-bh). 

Умножив  неравенство  на оба знаменателя  докажем , что 

ah-1(1-bh)+bh-1ah-bh-1bhah ≥ ah-bh-1bhah, или  ah-1(1-bh) ≥ ah(1-bh-1), то есть 

rh-1 ≥ rh, что  доказывает  утверждение R ≥ rh для  двухместной  

дизъюнкции . На этом основании  для  любой двухместной  дизъюнкции  

вида yi = yi -1 ∨  xi (i=2,...,h) как  части  дизъюнкции  y всегда 

справедливо  соотношение  Ri ≥ r i, где Ri – собственный  

мультипликативный  ранг  для  yi, что по индукции  приводит  к 

доказываемому  утверждению  R ≥ rh для  y = yh при произвольном h. 

Таким образом, лемма  доказана  для элементарной дизъюнкции . 

Доказательство  для конъюнкции  аналогично , и поэтому  не 

представляется . 

Отметим , что мультипликативный  критерий , 

мультипликативный  ранг  дизъюнкции  (конъюнкции) и единичная 

(нулевая) компонента  данного  критерия  находятся  попарно  в прямо  

пропорциональной  зависимости . 

Теорема 2.5.1. Максимум значения  мультипликативного  

критерия элементарной  дизъюнкции (конъюнкции) достигается  такой  

перестановкой  ее букв , при рассмотрении  которой  слева направо  

соответствующие мультипликативные  ранги букв не возрастают . 

 

        Доказательство . 

Пусть задана дизъюнкция  из h букв , и известно , что  

r1 ≥ r2 ≥ … ≥ rh. Доказательство  того, что  запись  (оптимальная по 

мультипликативному  критерию) вида y = x1 ∨  x2 ∨  … ∨ xh 
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обеспечивает  максимум значения  этого критерия среди  всех  

возможных  перестановок  букв в  y выполним по  индукции . Пусть на 

очередном  шаге доказано , что перестановка вида  

yi = x1 ∨ x2 ∨ … ∨  xi обеспечивает  максимум  мультипликативного  

критерия для подформулы  yi. При этом собственный  

мультипликативный  ранг  Ri такой  перестановки  не меньше  величины  

r i+1 (из леммы  2.5.2). Согласно  лемме 2.5.1 значение  

мультипликативного  критерия для  перестановки  вида yi+1 = yi ∨  xi+1 

выше значения  этого  критерия  для  перестановки  вида yi+1 = xi+1 ∨  yi. 

Теперь  покажем , что букву  xi+1 нельзя вставить  между  буквами  

подформулы  yi. Представим последнюю  как дизъюнкцию  вида 

yi = yi1 ∨ yi2, где yi1 = x1 ∨ x2 ∨  … ∨ xj,  yi2 = xj+1 ∨  xj+2 ∨  … ∨ xi, 

(1 ≤ j < i). При этом единичная  компонента мультипликативного  

критерия дизъюнкции  yi2 ∨  xi+1 выше такой  же компоненты  

дизъюнкции  xi+1 ∨  yi2 в  силу того, что собственный  

мультипликативный  ранг  для  yi2 не меньше  величины  r i+1. Поэтому 

вставка буквы  xi+1 в  середину  дизъюнкции  yi недопустима, а 

перестановка  вида yi+1 = x1 ∨  x2 ∨ … ∨  xi ∨ xi+1 обеспечивает  

максимум  значения мультипликативного  критерия  для  дизъюнкции  

из i+1 букв  при r1 ≥ r2 ≥ … ≥ rh ≥ rh+1 (i=1,…,h-1).  

Таким образом , теорема  доказана для  дизъюнкции . 

Доказательство  для конъюнкции  аналогично , и поэтому не 

приводится . 

Из данной  теоремы  вытекает следующее. Пусть элементарная  

дизъюнкция  (конъюнкция) из h букв упорядочена  согласно  теореме . 

Тогда  максимум значения  мультипликативного  критерия формулы  с 

добавленной  новой буквой xh+1 обеспечивается  следующим образом: 
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а) при rh+1 ≥ r1 – записью  вида  xh+1 ∨  x1 ∨ x2 ∨ … ∨  xh; 

б) при rh ≥ rh+1 – записью  вида   x1  ∨  x2 ∨  … ∨  xh ∨  xh+1; 

в) при r i  ≥ rh+1 ≥ r i+1  – записью вида    

                            x1 ∨ x2 ∨ … ∨  xi ∨  xh+1 ∨  xi+1 ∨  … ∨  xh. 

2.5.3. Мультипликативный  критерий  

         для  произвольных  скобочных  булевых  формул  

Для  произвольной скобочной  булевой  формулы  в  базисе И, 

ИЛИ, НЕ также  необходимо  искать оптимальную  по 

рассматриваемому  критерию  перестановку . Предлагается  следующий  

алгоритм  поиска  такой  перестановки . 

1) Булева  формула  приводится к  нормальному  виду . При этом 

знак инверсии  ставится только над  отдельной  буквой  [19]. 

2) Нормальная булева формула  представляется  суперпозицией  

элементарных  дизъюнкций  и конъюнкций , обозначаемых  каждая  

новой буквой  zi (i=h+1,h+2,...). 

3) Для  каждой  элементарной дизъюнкции  (конъюнкции), 

включающей  только независимые  переменные , вычисляется  

мультипликативный  ранг  каждой  буквы  и эта дизъюнкция 

(конъюнкцию) упорядочивается  по не возрастанию ранга. При этом, 

если буква  имеет  знак  инверсии , то для вычисления  ее ранга 

используются выражения  ai  = di0(1-pi), bi = di1pi. 

4) Для  каждой  упорядоченной  на предыдущем  шаге 

подформулы , обозначенной  zi, вычисляются  pi, di1, di0. Так как  эта 

подформула , в  свою очередь, является  буквой конъюнкции  

(дизъюнкции) следующего уровня  вложенности , то для  нее 

вычисляется  мультипликативный  ранг  буквы  r i  (не путать с 

собственным  мультипликативным рангом  подформулы  Ri ).  
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5) Для  каждой  дизъюнкции  (конъюнкции) следующего  уровня 

вложенности  выполняется  упорядочивание входящих  в  нее букв  

(подформул) в соответствии  с вычисленным для  них рангом  согласно  

теореме  2.5.1. 

6) Если  упорядочена  внешняя  [185] дизъюнкция (конъюнкция) 

первого  уровня вложенности , то перейти  к п.7, иначе  – к  п.4. 

7) Конец  работы  алгоритма: формула оптимизирована  

(упорядочена) по мультипликативному  критерию. 

Прикладное  значение  оптимизации  по  мультипликативному  

критерию сложности  булевой  формулы  состоит , например , в 

повышении  достоверности  вычислений  только  путем  перестановок в 

булевых  формулах .  

Пример . Для  измерения  электрических  величин  

электроэнергетической  установки  используется канал  аналоговых  

измерений , в  который  включается  аналогово-цифровой  

преобразователь  (АЦП) с несколькими  входами  и нормализатор 

(устройство для понижения контролируемого  напряжения  27В в  

границы  диапазона 0 - 5В, воспринимаемого  АЦП). Для проверки  

исправности  этого канала нормализатор  формирует постоянное  

напряжение  2.5В. Для выдачи  совета  оператору  «Проверить 

предохранитель  нормализатора» применим дизъюнкцию  вида  

у = х2 ∨  х1, где х1 - сигнал  отсутствия контрольного  напряжения, х2  - 

сигнал отсутствия напряжения  на рабочих  входах  АЦП. Вероятность  

р1 единичного  значения сигнала  х1 определяется  исходя  из того, что 

каждую  тысячную  секунду  драйвер  АЦП дает  единичный  сбой  и 

опрос входа  контрольного  напряжения  выполняется  в течение 30 сек  

каждые 10000 сек ., а также  возможности  кратковременного  снижения 

напряжения питания  нормализатора  и выгорания его 
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предохранителя: р1 = 0.95. Вероятность  р2 единичного  значения 

сигнала  х2 определяется  исходя из  упомянутого сбоя  драйвера, а 

также  фактического  отсутствия  ненулевых  напряжений  и токов в  

контролируемых  точках  электроэнергетической  установки: р2 = 0.60. 

Достоверность d11 единичного  значения  сигнала  х1 определяется  

только  упомянутым сбоем  драйвера и имеет  значение , равное 0.997. 

Достоверность d10 нулевого значения х1 примем за единицу . 

Достоверность d21 единичного  значения  х2 определяется  сбоем 

драйвера  с учетом того, что измерения  выполняются каждые  две 

секунды: d21 = 0.985. Достоверность  d20 нулевого значения  х2 из-за 

возможных  помех  примем равной 0.99.  

В соответствии  с теоремой  2.5.1 и по выражению  (2.62) 

вычислим  мультипликативный  ранг  исследуемой  формулы  

у = х2 ∨  х1:  

r1 = d11p1/(1-d10(1-p1))=0.997 ⋅0.95/(1-1(1-0.95))=0.997; 

r2 = d21p2/(1-d20(1-p2))=0.985 ⋅0.6/(1-0.99(1-0.6))=0.978. 

Согласно  полученному  результату , а именно  r1 > r2 формулу  следует  

переписать  в виде у = х1 ∨ х2. Подтвердим это расчетами  

достоверности  обоих вариантов  согласно  выражению (2.60). Для  

исходного варианта  записи  формулы  получим: 

D21 = p2d21+(1-p2)p1d20d11+(1-p2)(1-p1)d20d10=0.6 ⋅0.985+ 

+(1-0.6) ⋅0.95 ⋅0.99⋅0.997+(1-0.6)(1-0.95) ⋅0.99 ⋅1.0=0.986. 

Для  оптимизированного варианта  получим: 

D12 = p1d11+(1-p1)p2d10d21+(1-p1)(1-p2)d10d20=0.95⋅0.997+ 

+(1-0.95)⋅0.6 ⋅1.0⋅0.985+(1-0.95)(1-0.6) ⋅1.0⋅0.997=0.997. 
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Так  как D12 > D21, то приведенный  расчет  достоверности  

подтверждает  правильность  выполненной  в  примере оптимизации . 

2.6. Оптимизация  систем булевых  формул   

      и продукционных  баз  знаний по  длительности   

      и достоверности  вычислений . 

В предыдущих  разделах  было  установлено, что перестановка 

членов булевых  формул влияет  не только  на статическую , но и на 

динамическую  сложность этих  формул .  

В сложных  алгоритмах , как правило , используются  множество  

булевых  формул , которые  применяются  в том числе  и для  

вычисления  промежуточных  переменных . Для  таких  систем 

оптимизация, например  по быстродействию  (аддитивный  критерий) 

или  по достоверности  (мультипликативный  критерий), начинается  с 

присваивания  каждой  формуле  веса: вес 1 – для  булевых  формул , 

включающих только  независимые , например , входные  переменные; 

вес 2 – для  формул , включающих  независимые  переменные  и буквы , 

соответствующие результатам вычислений  формул с весом 1, и так 

далее . Оптимизация  записей  булевых  формул  выполняется в  порядке 

возрастания  их веса , начиная с единичного . 

Перспективным  направлением  развития систем  управления, 

например  электроэнергетическими  установками  межпланетных  

кораблей , является  дополнение  традиционных  функций  контроля  и  

управления новыми  функциями  на базе теории  искусственного  

интеллекта . 

Одним  из компонент  этой теории служит  так  называемое 

логическое  программирование на базе  языка ПРОЛОГ  [215,288, 268]. 

В основу данного языка  положены  так  называемые  продукции , 
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использующие булевы  формулы . Однако , логический  вывод  в  

программной  системе  на базе  языка ПРОЛОГ  выполняется  

сравнительно  долго, что  дает  основание применить рассмотренный  

метод  оптимизации  по  аддитивному  критерию  (по  длительности  

вычислений).  

С другой  стороны , булевы  формулы  применяются в  различного 

рода  системах  искусственного  интеллекта, в  том числе в  экспертных  

системах  [78,205,224,236,12], где явно вычисляется  достоверность  

результатов логического  вывода . Однако  для  повышения  

достоверности  результатов вычислений  до  сих  пор использовались  

чисто  технические  приемы  [232,110], например  дублирование  

информации . Поэтому , рассмотрим вопрос об оптимизации  по 

мультипликативному  критерию (достоверности) для  систем 

искусственного  интеллекта предложенным в  предыдущем разделе 

методом. 

Таким образом, для  продукционных  баз знаний требуется  

оптимизация по  динамическим критериям  сложности  булевых  

формул. Поэтому  предложим  общий подход  [158] к такой  

оптимизации . При этом оптимизация  возможна  либо по аддитивному , 

либо по мультипликативному  критерию. 

Предполагаются  известными  статистические  данные: 

вероятности  наличия фактов (факт  по терминологии языка ПРОЛОГ  

означает  единичное  значение  переменной), а также  достоверность  

(длительность вычисления) как истинности  (наличия) фактов , так  и 

ложности  (отсутствия) фактов . 

Оптимизация  системы  бесповторных  утверждений . 

Пусть задана база знаний в  виде системы  утверждений , правые  

части  которых  представляют собой  дизъюнкции , конъюнкции  или 
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дизъюнкции  конъюнкций . Группа утверждений  с одинаковой  головой 

(левой частью  утверждения по терминологии  языка  ПРОЛОГ) 

рассматривается  как одно  утверждение , правая часть которого есть 

дизъюнкция  конъюнкций . Такая база  знаний  изображается  И-ИЛИ 

графом [57] с одним или несколькими  корнями , И-вершинами , ИЛИ-

вершинами и листьями  (утверждениями , требующими  сопоставления  

с фактами). При этом полагаем, что утверждения  в правой  части  

бесповторны . Кроме того, считается  возможным выполнить  

произвольную перестановку  членов  дизъюнкций и конъюнкций . 

Пусть заданы  статистические характеристики  целей , 

соответствующих  листьям  И-ИЛИ графа . Предложим следующий  

алгоритм  оптимизации  по динамическому  критерию сложности  

булевой  формулы . 

1) Отмечаем все листья И-ИЛИ графа. 

2) Находим  неотмеченную  вершину графа, все вершины-

приемники которой уже отмечены  (отмеченной  вершине k 

соответствует  цель, для которой вычислены  pk, tk1, tk0 (dk1, dk0)). 

3) Вычисляем  мультипликативный  (аддитивный) ранг  каждой  

буквы  – цели  данного  утверждения. 

4) Выполняем  оптимальную  запись этого утверждения путем  

перечисления  его  целей  согласно  соответствующей  теореме об 

оптимальной  записи  (разделы  2.4.4., 2.5.2). 

5) Вычисляем  значение  вероятности  истинности  утверждения , 

достоверности  (длительности вычисления) истинного и ложного  

значений . 

6) Отмечаем рассмотренную  вершину. 

7) Если  есть  неотмеченные  вершины , то п.2, иначе – п.8. 
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8) Конец  работы  алгоритма. Записи  всех утверждений  

оптимизированы  по заданному  критерию . 

Оптимизация  записи  утверждений  с повторяющимися  целями  

имеет  некоторые особенности, рассмотренные  автором в работе 

[158].  

Рассмотрим упрощенный  пример . Пусть в  базе знаний имеется 

следующая  система  утверждений: y1 = y2 ∨  y3; y2 = x1 ∨  x2; y3 = x2 ∨ 

x3. Здесь обозначены: y1 – утверждение «Переключи  АВХ» (АВХ – 

активный  венероход) при условии  y2 – «Возможен  отказ АВХ№1» 

или  при условии  y3 – «Возможен  отказ АВХ№2»; y2 – утверждение 

«Возможен  отказ АВХ№1» при условии  х1 – «индикатор связи  с 

АВХ№1 неподвижен» или  при условии  х2 – «информация  на экране 

не обновляется  в течении  последних  нескольких часов»; у3 – 

утверждение  «Возможен  отказ АВХ№2» при условии  x2 или х3 – 

«индикатор  связи  с АВХ№2 неподвижен». Пусть вероятности  и 

длительности вычисления  значений  независимых  переменных  х1, х2, 

х3 имеют  следующие  значения:  

p1 = p3 = 0.002, p2 = 0.004, t11 = t31 = 30сек ., t10 = t30 = 0.3сек,  

t21 = 300мин, t20 = 2мин . 

Для  оптимизации  данной  базы  знаний по  длительности  

вычислений  реализуем  представленный  выше алгоритм. И-ИЛИ-граф 

представляет  собой  корневую ИЛИ-вершину у1, ее потомки  ИЛИ-

вершины  у2 и у3, и связанные  с последними  листья х1, х2, х3. 

Отмечаем листья . Из неотмеченных  вершин выбираем у2. 

Оптимизируем утверждение  y2 = x1 ∨  x2 по длительности 

вычислений . Согласно  выражению (2.53) вычислим аддитивные  

ранги  букв  x1 и x2: 
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Т1 = t11+t10(1-p1)/p1=30+0.3(1-0.002)/0.002=179.7; 

T2 = t21+t20(1-p2)/p2=300+2(1-0.004)/0.004=828. 

Так  как Т1 < T2, то согласно  теореме  2.4.2 запись  утверждения   

y2 = x1 ∨  x2 является  оптимальной  и не требует  перестановки . 

Отмечаем вершину  графа  у2. Рассмотрим  следующую неотмеченную  

вершину  графа , а именно у3. Оптимизируем  утверждение y3 = x2 ∨ x3. 

Исходя из равенства значений  соответствующих  статистических  

параметров  букв х1 и х3, получим  Т3 = Т1. Так как  Т3 < T2, то  

оптимальной  записью  рассматриваемого  утверждения  будет 

следующая: y3 = x3 ∨  x2. Теперь статистические  параметры  целей  y2 и 

у3 стали  одинаковыми , поэтому  оптимизировать  утверждение y1 = y2 

∨  y3 не имеет  смысла . То  есть оптимизации  записи  утверждения  y3 

оказалось достаточно  для  оптимизации  всей  базы  знаний .  

В будущем , когда начнут  внедряться  системы  искусственного  

интеллекта  в программном  обеспечении  систем управления , 

например , электроэнергетическими  установками  межпланетных  

кораблей , оптимизация баз знаний по  быстродействию  или 

достоверности  вычислений  согласно  изложенным в  данной  главе 

методам  станет актуальной  задачей . В настоящее  время  оптимизация 

булевых  формул  по длительности вычислений  использована  автором  

при  разработке алгоритмов  управления автономными  

электроэнергетическими  установками . 

        2.7. Выводы   

Получены  следующие результаты . 

1. Рассмотрены  четыре  модели  вычисления  бесповторных 

булевых  формул: операторные  схемы , линейные  бинарные  графы , 

ортогональные  формы  и предложенные автором  нечеткие множества  
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переходов . При этом установлены  свойства  линейных  бинарных  

графов и взаимно  однозначное соответствие  бесповторных  булевых  

формул, линейных  бинарных  графов, ортогональных  форм  и 

нечетких  множеств  переходов. Разработана  полная  система  

алгоритмов  взаимно  однозначного  преобразования четырех  форм 

представления  бесповторных  булевых  формул.  

2. Исследованы  статические критерии  сложности  булевых  

формул: число  и длина путей в линейном  бинарном  графе , а также  

нечеткий  критерий  сложности . При этом: 

- предложен  новый  алгоритм подсчета  числа  единичных  и 

нулевых  путей  в  линейных  бинарных  графах; 

- получены  оценки  числа и длины  путей в  линейных  бинарных  

графах , реализующих  произвольные скобочные булевы  формулы, в 

том числе  знакопеременные пороговые , дизъюнктивные  нормальные  

формы , инвариантные  булевы  формулы; 

- предложены  формулы  для  вычисления нечеткого  критерия  

сложности  в  виде лингвистической  переменной; 

- введено  понятие веса буквы  конъюнкции  (дизъюнкции), 

сформулирована  и доказана  теорема об оптимальной  записи  

конъюнкции  (дизъюнкции) при неубывании  весов  букв формулы; 

- предложен  алгоритм  оптимизации  произвольной булевой  

формулы  по  числу  путей  в  соответствующем линейном  бинарном  

графе  путем перестановки  членов  в булевой  формуле; 

- рассмотрен  пример  оптимизации  записи  булевой  формулы  по  

числу  путей в соответствующем  линейном бинарном графе, 

подтверждающий  правильность предложенного  алгоритма  

оптимизации  и применимость  его к  алгоритмам  управления, 

например  автономными  электроэнергетическими  установками . 
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3. Исследован  динамический  аддитивный  критерий  сложности  

булевых  формул , определяющий , например  длительность их 

вычисления , и учитывающий  статистические параметры  независимых  

переменных  формулы . При этом: 

- введено  понятие аддитивного  ранга дизъюнкции 

(конъюнкции), сформулирована  и доказана  теорема  об оптимальной  

по данному  критерию  сложности  записи  дизъюнкции  (конъюнкции); 

- предложен  алгоритм  оптимизации  произвольной булевой  

формулы  по  данному  критерию путем  перестановок ее членов , что 

позволяет  уменьшить , например  длительность вычисления  значения 

формулы . 

- рассмотрен  пример  оптимизации  булевой  формулы  по 

длительности вычисления , из которого следует , что предложенный  

алгоритм  позволяет существенно  снизить временные  затраты на 

вычисление  значения булевых  формул, например  в программах  

управления электроэнергетическими  установками  кораблей . 

4. Исследован  динамический  мультипликативный  критерий  

сложности  булевых  формул, определяющий, например  достоверность  

их вычисления , и учитывающий  статистические  параметры  

независимых  переменных  формулы . При этом: 

- введено  понятие мультипликативного  ранга дизъюнкции  

(конъюнкции), сформулирована  и доказана  теорема  об оптимальной  

по данному  критерию  сложности  записи  дизъюнкции  (конъюнкции); 

- предложен  алгоритм  оптимизации  произвольной булевой  

формулы  по  данному  критерию путем  перестановок ее членов , что 

позволяет  повысить , например  достоверность  вычисления значения  

формулы . 
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- Рассмотрен  пример , из которого следует , что достоверность 

вычислений , например  в советующей системе  для  

электроэнергетической  системы , зависит  от перестановок членов 

булевых  формул  и подвергается  оптимизации  согласно  

предложенному  алгоритму . 

5. Предложен  алгоритм оптимизации  продукционных  баз 

знаний по длительности  или достоверности  вычислений  на базе 

указанных  в п.п. 3 и 4 настоящих  выводов  и  приведен  пример  такой  

оптимизации .  

6. Данные  методики  оптимизации  использованы в  конкретных   

системах  управления различными  установками . 
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